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ZusammenfassungIn dieser Arbeit werden Ensemble-Lernmethoden zur Klassi�kation untersu
ht.Dazu wird insbesondere auf AdaBoost und Ar
ing eingegangen. Unter wel
henBedingungen diese Algorithmen gute Ergebnisse liefern und wie robust siegegen die Verraus
hung der Trainingsdaten sind, ist die Grundfrage dieserArbeit. Dazu wird theoretis
h und intuitiv erkl�art, warum diese Algorith-men funktionieren und gezeigt, wel
he Zielfunktion von AdaBoost optimiertwird. Es wird herausgearbeitet, da� AdaBoost einem Annealing-Proze� glei
htund asymptotis
h ein lineares Optimierungsproblem approximativ l�ost. Dabeiwird herausgestellt, da� AdaBoost asymptotis
h ni
ht robust gegen die Ver-raus
hung der Trainingsdaten ist. Um die gew�uns
hte Robustheit zu errei
hen,werden aus den theoretis
hen �Uberlegungen vers
hiedene Verbesserungen ab-geleitet. Dazu wird das Konzept der Sla
k-Variablen in AdaBoost eingearbeitetund aus der Si
ht der Margin-Verteilungen motiviert.Die theoretis
hen �Uberlegungen werden dur
h Experimente mit k�unstli
henund realen Datens�atzen untermauert. In einem experimentellen Verglei
hwird gezeigt, da� die Verbesserungen f�ur AdaBoost sehr oft bessere Gene-ralisierungsergebnisse errei
hen als der originale AdaBoost-Algorithmus. Eswerden bessere dur
hs
hnittli
he Ergebnisse errei
ht, als f�ur Support-Vektor-Algorithmus, von dem angenommen wird, da� er hervorragende Klassi�katorenerzeugt.
Abstra
tIn this thesis ensemble learning methods for 
lassi�
ation are presented, espe-
ially AdaBoost and Ar
ing algorithms are analyzed. It is theoreti
ally shownwhy AdaBoost and Ar
ing are working well and explained what kind of targetfun
tion is optimized. It is pointed out that AdaBoost's optimization is similarto a annealing pro
ess and linear programming. From an asymptoti
 analysisof AdaBoost's learning pro
ess it is shown that those algorithms are not noiserobust asymptoti
ally.In order to get a noise robustness, several improvements of AdaBoost are pro-posed. The 
on
ept of sla
k variables is introdu
ed into AdaBoost and is mo-tivated from the margin's point of view.These improvements are experimentally 
ompared for arti�
ial and real-worlddatasets. They generally show mu
h better results than the original AdaBoostalgorithm and also a better overall performan
e than the Support Ve
tor al-gorithm, whi
h is 
onsidered to be an ex
ellent 
lassi�er.
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Kapitel 1�Uberbli
kIn den letzten Jahren wu
hs das Interesse an Lern-Algortihmen zur Klassifkation, dieniedrige Generalisierungsfehler dur
h Kombination vieler Einzelhypothesen (Ensemblevon Klassi�katoren) errei
hen. Mit Ensemble-Lernmethoden wurden f�ur De
ision-Tree-Lernalgorithmen wie z.B. C4.5 und CART gro�e Verbesserungen errei
ht [5, 7, 16, 22, 39℄.Mit Boosting [20℄ als eine spezielle Art einer Ensemble-Lernmethode wurden die bisherbesten { bis heute unges
hlagenen { Ergebnisse in der Hands
hrifterkennung errei
ht [39℄.Vor nur drei Jahren wurde mit AdaBoost [21℄ eine Methode entwi
kelt, mit der man vieles
hwa
he Hypothesen zu Endhypothesen kombinieren kann, die in vielen F�allen gute Er-gebnisse im Verglei
h zu den Einzelhypothesen liefern [4, 6, 8, 16, 17, 20, 39, 53℄.Bis heute wurde der AdaBoost-Algorithmus auf viele Arten vers
hiedener Einzelhypothe-sen (Neuronale Netze, De
ision Trees usw.) angewendet { ebenfalls mit gutem Erfolg.Warum AdaBoost in einigen F�allen, insbesondere bei Vorhandensein von Raus
hen in denTrainingsdaten, s
hle
hte Ergebnisse liefert, konnte jedo
h ni
ht erkl�art werden.Als ersten S
hritt zum theoretis
hen Verst�andnis wurde im letzten Jahr in S
hapire etal. [53℄ versu
ht, eine Erkl�arung f�ur die gute Generalisierungsf�ahigkeit von AdaBoostanhand der Verteilung der Abst�ande der Beispiele von der Ents
heidungslinie (Margin-Verteilungen) zu �nden. Diese Arbeiten wurden in Breiman [7, 6, 8℄ fortgesetzt und esentstand eine Verallgemeinerung von AdaBoost: das Ar
ing. Dabei wurde festgestellt, da�das Ensemble bessere Generalisierungseigens
haften hat, wenn die Abst�ande der Beispielevon der Ents
heidungslinie (Margin) m�ogli
hst gro� sind.Erst vor einigen Monaten wurde diese Idee in Grove et al. [27℄ aufgegri�en und versu
ht,mit Hilfe der linearen Optimierung Klassi�katoren zu �nden, die einen gr�o�eren Marginhaben. Dabei wurde festgestellt, da� diese Art der Ver�anderungen des Ensembles meist zueiner Vers
hle
hterung der Generalisierungsf�ahigkeit f�uhrt.Davon ausgehend wird in dieser Arbeit versu
ht, die folgenden Fragen zu beantworten:1. Wie funktioniert AdaBoost? Wel
he Zielfunktion wird bei AdaBoost optimiert?2. Wie robust ist der AdaBoost gegen die Verraus
hung der Trainingsdaten?3. Wel
hen Zusammenhang gibt es zwis
hen AdaBoost, derMaximum-Margin-Klassi�-kation und dem Support-Vektor-Algorithmus [3, 14, 64℄ ?4. Was kann man an AdaBoost no
h verbessern?1



KAPITEL 1. �UBERBLICK 2Dazu wird im Kapitel 2 ein kurzer �Uberbli
k �uber die gebr�au
hli
hsten Ensemble-Lernme-thoden (Bagging, AdaBoost, Ar
ing) gegeben. Au�erdem werden wi
htige S�atze und De-�nitionen gegeben und erl�autert.In Kapitel 3 werden zun�a
hst die Vorteile des Lernens im Ensemble experimentell dar-gestellt. Dann wird der AdaBoost-�ahnli
he Algorithmus de�niert und analysiert. Es wirdgezeigt, wel
he Zielfunktion bei AdaBoost optimiert wird und au�erdem, da� AdaBoostasymptotis
h die Klassi�kation mit einem gro�en Margin anstrebt.Im folgenden Kapitel 4 werden die herausgearbeiteten Eigens
haften von AdaBoost be-wertet und gezeigt, da� AdaBoost zu Over�tting f�ahig und ni
ht noise-robust ist. Darans
hlie�t si
h eine Diskussion �uber die Klassi�kation mit einem gro�en Margin an. Es wer-den die Probleme von AdaBoost herausgestellt.Als Ergebnis werden in Kapitel 5 einige Verbesserungen f�ur AdaBoost vorges
hlagen. Die-se werden aus den vorherigen Betra
htungen abgeleitet. Daf�ur wird einerseits versu
ht,AdaBoost so zu ver�andern, da� es robuster gegen die Ein
�usse von Raus
hen ist; anderer-seits wird (wie in Grove et al. [27℄) na
h M�ogli
hkeiten gesu
ht, das Ensemble na
htr�agli
hdur
h lineare und quadratis
he Optimierung zu verbessern.In einem experimentellem Verglei
h der Methoden wird gezeigt, da� diese Modi�kationenvon AdaBoost zu signi�kanten Verbesserungen f�uhren. Die quantitativen Verbesserungengeben Aufs
hlu� dar�uber, wie wi
htig die in den vorherigen Kapiteln gema
hten Betra
h-tungen im einzelnen sind.



Kapitel 2Ensemble-LernmethodenIn diesem Kapitel wird auf Ensemble-Lernmethoden, insbesondere auf Bagging (Breiman[5℄), Ar
ing (Breiman [7℄) und AdaBoost (Freund et al. [21℄) eingegangen. Es werden dief�ur die n�a
hsten Kapitel notwendigen S�atze und Begri�e eingef�uhrt.Als Ensemble-Lernmethoden bezei
hnet man Lernalgorithmen, die auf dem Prinzip derKombination von mehreren Hypothesen beruhen. Sie benutzen einen Lernalgorithmus Lzum Trainieren von Basishypothesen. Au�erdem bestimmen sie, wie die Basishypothesenzu einer Gesamthypothese (kombinierte Hypothese, Endhypothese) kombiniert werden sol-len.Bei den Betra
htungen in dieser Arbeit wird nur die Klassi�kation in zwei Klassen betra
h-tet. Die Analyse der Ensemble-Lernmethoden wird dadur
h vereinfa
ht. Die Ergebnisselassen si
h gr�o�tenteils auf die Klassi�kation mit mehreren Klassen �ubertragen.Die Menge der m�ogli
hen Basishypothesen1 wird dur
h den Lernalgorithmus f�ur die Ba-sishypothesen L : h(x(1); y(1)); � � � ; (x(l); y(l))i =: Z 7! hZ festgelegt und de�niert eineFunktionenklasseHL := fh : x 7! f�1; 1g ;wobei h Ausgabe von L istg : (2.1)Die Basishypothesen ht werden bei den hier betra
hteten Methoden konvex zur Endhypo-these f kombiniert:f 2 C := (g : x 7! TXt=1 
tht(x) , wobei 
t > 0; TXt=1 
t = 1; ht 2 HL) (2.2)wobei T die Anzahl der kombinierten Hypothesen und f
tgTt=1 die Gewi
hte der einzelnenHypothesen sind. C ist die konvexe H�ulle von HL. Damit ist klar, da� f(x) 2 [�1; 1℄.Wel
he Basishypothesenklasse HL verwendet wird, spielt eine zun�a
hst untergeordneteRolle. Die vers
hiedenen Ensemble-Lernmethoden unters
heiden si
h in der Art der Kom-bination der Hypothesen, d.h. wie die Gewi
hte f
tgTt=1 gew�ahlt werden, und mit Hilfewel
her Trainingsdaten der Algorithmus L die Hypothese ht �ndet.In Abbildung 2.1 �ndet man den allgemeinen, einer Ensemble-Lernmethode zugrunde lie-genden Algorithmus. Dabei ist zu bea
hten, da� die in Zeile 1 erzeugte Trainingsmengedur
haus gewi
htet sein kann (vgl. AdaBoost und Ar
ing).1In dieser Arbeit werden nur Basishypothesen der Form h : x 7! f�1; 1g betra
htet, wobei meist x 2 Raund a die Dimension der Eingabedaten ist. Diese sind einfa
her zu behandeln. Viele Ergebnisse lassen si
h3



KAPITEL 2. ENSEMBLE-LERNMETHODEN 4Algorithm Ensemble-LernmethodeInput:Sequenz gelabelter Trainingsbeispiele Z = h(x(1); y(1)); � � � ; (x(l); y(l))iBasislernalgorithmus LAnzahl der zu kombinierenden Hypothesen TDo for t = 1:T ,1. Erzeuge Trainingsmenge Zt der Gr�o�e l aus Z2. Starte L mit Zt und erhalte ht : x 7! f�1; 1g3. Bestimme 
tOutput:kombinierte Hypothese f(x) = TXt=1 
tht(x)Abbildung 2.1: Die allgemeine Form einer Ensemble-LernmethodeWie �ubli
h wird bei der Klassi�kation ein S
hwellenwert (threshold) benutzt, um die kon-tinuierli
he Funktion f : x 7! [�1; 1℄ f�ur die Klassi�kation verwenden zu k�onnen. Nahelie-gend ist die signum-Funktion:~f(x) = sgn(f(x)) (2.3)= sgn TXt=1 
tht(x)!= � 1 wenn PTt=1 
tI(ht(x) = 1) � 12�1 sonst ; (2.4)wobei I(true) = 1 und I(false) = 0 ist.F�ur die Analyse ist jedo
h oft die Betra
htung von f selbst notwendig, da z. B. jf(x)jetwas �uber die Si
herheit der Klassi�kation aussagt [53℄.2.1 BaggingBagging ist eine der einfa
hsten Ensemble-Lernmethoden. Der Name leitet si
h von bootstrapaggregating ab [5℄.Das Trainingsset Zt wird in jedem S
hritt dur
h zuf�allige Auswahl mit Zur�u
klegen (l mal)auf h : x 7! [�1; 1℄ verallgemeinern.



KAPITEL 2. ENSEMBLE-LERNMETHODEN 5aus Z erhalten (man bezei
hnet Zt als ein Bootstrap-Replikat von Z). Bei diesem Vorgehensind dur
hs
hnittli
h nur 
a. 63% aller Trainingsbeispiele im Replikat zu �nden [5℄. Dierestli
hen Trainingsdaten treten ni
ht auf.Die Gewi
hte der Hypothesen sind alle glei
h, d.h. 
t = 1=T , t = 1; : : : ; T . Man erh�alt diein Abbildung 2.2 dargestellte einfa
he Form.Algorithm BaggingInput:Sequenz gelabelter Trainingsbeispiele Z = h(x(1); y(1)); � � � ; (x(l); y(l))iBasislernalgorithmus LAnzahl der zu kombinierenden Hypothesen TDo for t = 1:T ,1. Erzeuge Bootstrap-Replikat Zt aus Z2. Starte L mit Zt und erhalte ht : x 7! f�1; 1gOutput:kombinierte Hypothese f(x) = 1T TXt=1 ht(x)Abbildung 2.2: Der Bagging-AlgorithmusMit (2:4) �ndet man~f(x) = � 1 wenn 
ardft j ht(x) = 1g � bT=2
�1 sonst :Bei der Auswertung der kombinierten Hypothese �ndet also eine (ungewi
htete) Abstim-mung zwis
hen den T Hypothesen statt. Ist die Zahl der Hypothesen, die f�ur die Klassemit Label 1 ents
heiden, gr�o�er als die Zahl derer, die f�ur Label �1 ents
heiden, so wirdLabel 1 gew�ahlt (und umgekehrt).2.2 AdaBoostDer AdaBoost-Algorithmus ist eine Weiterentwi
klung von Boosting. Boosting hat seinenUrsprung in der Spieltheorie [23, 8℄, in der PAC-Lern-Theorie [7, 21, 28℄ und im OnlineLearning (Freund et al. [21℄). AdaBoost wurde von Freund und S
hapire urspr�ungli
h f�urdie Klassi�kation entwi
kelt und basiert auf der Kombination von Hypothesen, die aufgezielt ver�anderten Trainingsmengen trainiert wurden. Jedes Beispiel (x(i); y(i)) erh�alt einGewi
ht pi. Je h�oher das Gewi
ht ist, desto wi
htiger ist das Beispiel beim Training der



KAPITEL 2. ENSEMBLE-LERNMETHODEN 6n�a
hsten Hypothese.Die Gewi
hte h�angen von den vorherigen Hypothesen ab (das bedeutet, da� die Basishy-pothesen sequentiell trainiert werden m�ussen). Das Gewi
ht pi wird gr�o�er, wenn die letzteHypothese h das Muster z(i) = (x(i); y(i)) fals
h klassi�ziert hat, d.h. wenn ~f(x(i)) 6= y(i)ist. Die Erh�ohung der Gewi
hte pi ges
hieht dur
h Multiplikation mit einem Faktor �t.Dieser Faktor wird aus dem mit p = [p1; : : : ; pl℄> gewi
hteten Klassi�kationsfehler �t derletzten Hypothese bestimmt: �t = lXi=1 ptiI(ht(x(i)) 6= y(i)) (2.5)�t = �t1� �t : (2.6)Gilt �t < 12 � 
 (
 > 0), so spri
ht man von einem 
-Weak-PAC-Learner [21, 28℄. F�urAdaBoost (und f�ur Ar
ing) ben�otigt man einen Algorithmus L, der f�ur jede gewi
hteteTrainingsmenge eine Hypothese ht erzeugt, f�ur die �t < 12 gilt2. Fr�uhere Versionen vonBoosting forderten sogar, da� in jedem S
hritt der Trainingsfehler �t kleiner als 12 � 
 ist.De�nition 2.1 (Gewi
htete Minimierung) F�ur eine gegebene Wahrs
heinli
hkeits-wi
htung p f�ur die Trainingsmenge Z �nde die Hypothese h 2 H, die�(h) = lXi=1 piI(h(x(i)) 6= y(i))minimiert.In der Praxis �ndet man oft ni
ht die Hypothese, die � minimiert, sondern nur eine guteN�aherung. Das hat meist keine negativen Auswirkungen.Au�erdem kann es sein, da� es keine Basishypothese in H gibt, f�ur die �t < 12 gilt3, dannkommt der AdaBoost-Algorithmus zum Stoppen. In Abbildung 2.3 ist der vollst�andigeAdaBoost-Algorithmus bes
hrieben. Es gibt zwei Methoden, wie man die Gewi
hte pbeim Lernen der Basishypothesen (S
hritt 1b.-2a.) ber�u
ksi
htigen kann:� dur
h Erzeugung eines Bootstrap-Replikats, wobei die Gewi
hte p bei der zuf�alligenAuswahl die Wahrs
heinli
hkeit bestimmen, da� ein Beispiel gew�ahlt wird, und� dur
h direkte Benutzung der Gewi
hte p im Lernalgorithmus L und Ver�anderungder Fehlerfunktion, wie es beispielsweise f�ur RBF-Netze im Anhang A.1 bes
hriebenist.NB: Fast alle Fehlerfunktionen haben die Form Pli=1 
(h(x(i)); y(i)). Man kann die Ge-wi
hte pi direkt benutzen und erh�alt eine gewi
htete FehlerfunktionPli=1 pi
(h(x(i)); y(i)) .2�t > 12 wird ni
ht erlaubt, da dann das Gewi
ht der Hypothese negativ sein w�urde.3Dann g�abe es nur Hypothesen mit �t = 12 und es w�are bt = 0.



KAPITEL 2. ENSEMBLE-LERNMETHODEN 7Algorithm AdaBoostInput:Sequenz gelabelter Trainingsbeispiele Z = h(x(1); y(1)); � � � ; (x(l); y(l))iBasislernalgorithmus LAnzahl der zu kombinierenden Hypothesen TInitialize:Gewi
hte f�ur Trainingsbeispiele: w1i = 1=lDo for t = 1 : T ,1a. Setze pt = wtPli=1 wti1b. Erzeuge Trainingsbeispiele Zt aus Z entspre
hend der Verteilung pt2a. Starte L mit Zt und erhalte ht : x 7! f�1; 1g3a. Bestimme den Fehler von ht : �t =Pli=1 ptiI(ht(x(i)) 6= y(i)).3b. Setze �t = �t=(1� �t).3
. Bere
hne die neuen Gewi
hte f�ur die Trainingsbeispielewt+1i = wti�1�I(ht(x(i))6=y(i))tOutput:Endhypothese f(x) = TXt=1 
tht(x) ;wobei �t = log(�t)PTt=1 log(�t) :Abbildung 2.3: Der AdaBoost-AlgorithmusSatz 2.2 (Freund et al. [53℄) Angenommen, der Lernalgorithmus L erzeugt beim Auf-ruf dur
h AdaBoost Hypothesen, deren gewi
htete Klassi�kationsfehler �1; : : : ; �T seien.Dann gilt f�ur jedes � 2 [�1; 1℄:P(x;y)�Z[yf(x) � �℄ = 1l lXi=1 I(y(i)f(x(i)) � �) � 2T TYt=1q�1��t (1� �t)1+� :Satz 2.2 besagt, da� die Fehlerwahrs
heinli
hkeit f�ur Beispiele z = (x; y) 2 Z exponentiellmit der Anzahl der Iterationen gegen Null strebt (falls �t < 12 � 
). Hat man also einen



KAPITEL 2. ENSEMBLE-LERNMETHODEN 8
-Weak-PAC-Learner und eine Trainingsmenge der Gr�o�e l, so gilt:Pz�Z [yf(x) � 0℄ � 2T �12 � 
�T=2�12 + 
�T=2 = �1� 4
2�T=2 :Da aus Pz�Z[yf(x) � 0℄ < 1=l folgt, da� Pz�Z[yf(x) � 0℄ = 0, ist f�urT > 2 ln(1=l)ln(1� 4
2)der Trainingsfehler Eemp = Pz�Z [yf(x) � 0℄ = 0.Beispiel 2.3 Angenommen, wir h�atten l = 100 und 
 = 0:25; dann w�urde der Trainings-fehler na
h h�o
hstens 33 Iterationen Null sein.In der Spra
he der PAC-Theorie bedeutet das, da� AdaBoost dur
h Kombination einesEnsembles von Weak-PAC-Learner einen Strong-PAC-Learner erzeugt.Interessant ist au
h die empiris
h festgestellte Tatsa
he, da� der GeneralisierungsfehlerEgen au
h na
h Errei
hen von Eemp = 0 weiter sinkt. Dieses Ph�anomen wurde in Freundet al. [53℄ im Zusammenhang mit Margin-Verteilungen untersu
ht (siehe Abs
hnitt 2.5).2.3 Ar
ingRelativ kurz na
h dem Ers
heinen des AdaBoost-Algorithmus stellte Breiman [7℄ einenAr
ing-Algorithmus vor (adaptive resampling and 
ombining). Zun�a
hst ver�anderte erAdaBoost und erhielt den Algorithmus Ar
-X4 [7℄. Dann de�nierte er eine Klasse vonAlgorithmen, die er unter ,,Ar
ing-Algorithmen" zusammenfa�te [8℄. Interessanterweiseist AdaBoost eine spezielle Form eines Ar
ing-Algorith- mus und Satz 2.2 gilt (in lei
htver�anderter Form) f�ur alle Ar
ing-Algorithmen.2.3.1 Ni
htnormalisiertes Ar
ingDer ni
htnormalisierte Ar
ing-Algorithmus hat zwei Parameter. Der erste ist eine Funktions : R ! [0;1), an die die folgenden Bedingungen gestellt werden:limx!�1 s(x) = 0 und limx!1 s(x) =1 (2.7)ddxs(x) > 0 und d2dx2 s(x) > 0 f�ur alle x 2 R : (2.8)Der zweite Parameter ist � mit der Bedingung �t < � < 1 (t = 1; : : : ; T ), wobei �t wiederder gewi
htete Klassi�kationsfehler der Einzelhypothese ist. Wie klein � gew�ahlt werdenkann, h�angt also von der Komplexit�at der Basishypothesen ab. Zur Vereinfa
hung de�niertman: fut (x(i)) := tXr=1 brhr(x(i)) (2.9)



KAPITEL 2. ENSEMBLE-LERNMETHODEN 9als die ni
htnormalisierte Gesamthypothese undft(x(i)) := 1jbj tXr=1 brhr(x(i)) (2.10)als die normalisierte Gesamthypothese bis zur Iteration t ist. Au�erdem sei4errt(z(i);b) := jbj � y(i)fut (x(i))2= jbj2 (1� y(i)ft(x(i))) ; (2.11)wobei b der Hypothesengewi
htsvektor und jbj = PTt=1 br ist. Lei
ht zu sehen ist, da�errt(z(i);b)=jbj 2 [0; 1℄.Der Algorithmus arbeitet �ahnli
h wie AdaBoost (Abbildung 2.3). Es �andern si
h die Zeilen3a. bis 3
 zu:3a. Bestimme �t 2 (0; 1) dur
h Minimierung der FunktionG(�t) = lXi=1 s�errt(z(i);b) � �jbj� ; (2.12)wobei b = [log(1=�1); : : : ; log(1=�t)℄> ist.3b. Bere
hne die neuen Gewi
hte5wt+1i = s0 �errt(z(i);b)� �jbj� : (2.13)Satz 2.4 (Breiman [8℄) Seien bt die Gewi
hte des ni
htnormalisierten Ar
ing-Algorithmus,und sei 
t = bt=jbtj, dann gilt limt!1 maxi=1;:::;l errt(z(i); 
t) � � :Es wird damit gesagt, da� der Fehler6 f�ur jedes Beispiel kleiner als � wird. �Uberras
hendist dieProposition 2.5 (Breiman [8℄) AdaBoost ist ein ni
htnormalisierter Ar
ing-Algorithmusmit s(x) = exp(x) und � = 12 .Beweis: Mit s(x) = s0(x) = exp(x) und (2:9) erh�alt man aus (2:13):s0 �errt(z(i);b)� �jbj� = exp���jbj+ 12 �jbj � y(i)f tu(x(i))��= e��jbj�ti4Die Funktion err wurde au
h in Breiman [6℄ benutzt, um einige Eigens
haften von Ar
ing-Algorithmenzu erkl�aren und wurde dort Edge genannt.6Als Fehlerma� wird die negative Stabilit�at (vgl. Abs
hnitt 2.5) eines Beispiels angesehen.



KAPITEL 2. ENSEMBLE-LERNMETHODEN 10wobei �ti = tYr=1 exp�12 log 1�r �1� y(i)hr(x(i))��= tYr=1(1=�r)I(hr(x(i))6=y(i))= �t�1i (1=�t)I(ht(x(i))6=y(i))= �t�1i (1=�t)�1�I(ht(x(i))6=y(i))t : (2.14)Mit pti = �tiPlj=1 �tj k�urzt si
h 1=�t und man erh�alt die in Abs
hnitt 2.2 bes
hriebenenUpdateregeln f�ur AdaBoost.Die Minimierung von G in Zeile 3a. kann in diesem Fall au
h analytis
h erfolgen und manerh�alt (siehe Anhang A.2.1) �t = (1� �)�t�(1� �t) : (2.15)F�ur � = 1=2 ist das die Bere
hnung von �t bei AdaBoost.2.3.2 Normalisiertes Ar
ingDas Normalisierte Ar
ing hat nur einen Parameter, die Funktion s, an die ebenfalls dieBedingungen (2:7) und (2:8) gestellt werden.Der Algorithmus arbeitet �ahnli
h wie AdaBoost (Abbildung 2.3). Es �andern si
h die Zeilen3a. bis 3
:3a. Setze bt = 1, d.h. na
h T Iterationen gilt 
t = 1=T .3b. Bere
hne die neuen Gewi
htewt+1i = s0 �errt(z(i);b)� :3
. Bre
he ab, wenn �t �Pli=1 ptiI( ~ft(x(i)) 6= y(i)) ist.Satz 2.6 (Breiman [8℄) Angenommen, beim normalisierten Ar
ing werden die Hypothe-sen wie in De�nition 2.1 bestimmt. Dann gilt f�ur T !1 oder f�ur den Fall des Abbru
hs(in Zeile 3
.), da� die gefundenen Hypothesen fhtgTt=1 das FunktionalG = lXi=1 s�errT (z(i);b)�global bez�ugli
h eC = 1[T=1(f : x 7! 1T TXt=1 ht(x) j ht 2 HL)minimieren, d.h. f = argming2eC G .



KAPITEL 2. ENSEMBLE-LERNMETHODEN 112.4 Bias und VarianzWann und warum liefern Ensemble-Lernmethoden gute Ergebnisse? Diese Frage wurdevielfa
h im Zusammenhang von Bias-Varianz-Zerlegungen des Fehlers untersu
ht [32, 24,7, 37℄. F�ur die Regression hat man einige Antworten darauf gefunden.2.4.1 RegressionBei der Regression werden Basishypothesen der Form h : x 7! R benutzt (damit istf(x) 2 R). Krogh et al. [37℄ (vgl. au
h Breiman [5℄ und Solli
h et al. [62℄) bewiesen einigeEigens
haften f�ur Ensemble-Lernmethoden zur Funktionsapproximation. Es wurde u.a.gezeigt, da� f�ur ein Ensemble von Funktionsapproximatoren, die glei
he Generalisierungs-fehler haben, si
h dieser im Ensemble nur verkleinern kann.Den Ausf�uhrungen in [37℄ folgend sei D eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung �uber Ra � R(a ist die Dimension des Eingaberaums) und Z = h(x(1); y(1)); � � � ; (x(l); y(l))i eine Mengevon l Trainingsbeispielen, die bzgl. D erzeugt wurde. Au�erdem sei f�(x(i)) = y(i) die zuapproximierende reelwertige Funktion.Das Ensemble besteht aus T Basishypothesen h : x 7! R . Die Ausgabe des Ensemblesbere
hnet si
h dur
h f(x) = TXt=1 �tht(x) : (2.16)Der Grad der Abwei
hung der Basishypothese ht(x) von der Ausgabe des Ensembles f(x)f�ur ein Trainingsbeispiel x wird Ambiguity genannt und ist dur
h at(x) = (ht(x)� f(x))2de�niert. Die Ensemble-Ambiguity l�a�t si
h dann alsa(x) = TXt=1 �tat(x) = TXt=1 �t(ht(x) � f(x))2 (2.17)de�nieren, was der gewi
hteten Varianz der Ausgaben der Hypothesen im Ensemble ent-spri
ht.Der quadratis
he Fehler der Hypothese ht und der Gesamthypothese f ist�t(x) = (f�(x)� ht(x))2e(x) = (f�(x)� f(x))2 :Mit (2:17) erh�alt man a(x) = TXt=1 �t�t � e(x) ;wobei PTt=1 �t = 1 benutzt wurde. Setzt man �(x) =PTt=1 �t�t(x), erh�alt mane(x) = �(x) � a(x) : (2.18)Mittelt, d.h. integriert man nun �t, at und e �uber der Verteilung D im Eingaberaum, erh�altman Et = Z �t(x) dD(x) ; At = Z at(x) dD(x) ; E = Z e(x) dD(x) ;



KAPITEL 2. ENSEMBLE-LERNMETHODEN 12wobei E der Generalisierungsfehler von f ist. At und Et sind Ambiguity und Generalisie-rungsfehler der Einzelhypothesen. Mit (2:18) erh�alt manE = E �A ; (2.19)wobei E = PTt=1 �tEt der gewi
htete Mittelwert der Generalisierungsfehler und A =PTt=1 �tAt das gewi
htete Mittel der Ambiguity der Einzelhypothesen ist.Glei
hung (2:19) gibt Auskunft dar�uber, wie das Ensemble bes
ha�en sein mu�, damit esm�ogli
hst geringe Generalisierungsfehler liefert. Da A ni
htnegativ ist, wird der Genera-lisierungsfehler der Gesamthypothese immer kleiner als der gewi
htete Dur
hs
hnitt derGeneralisierungsfehler der Einzelhypothesen sein. F�ur Bagging ist damit gezeigt, da�E � 1T TXt=1 Et :Man kann aus (2:19) au
h erkennen, da� E dann am kleinsten wird (vorrausgesetztE = 
onst:), wenn die Ambiguity am gr�o�ten ist. Es ist f�ur den Lernproze� wi
htig,da� die Basishypothesen m�ogli
hst unters
hiedli
h sind7.Mit (2:19) wird ein Zusammenhang zwis
hen Bias, Varianz und Generalisierungsfehlerhergestellt: Wenn einerseits das Ensemble einen gro�en Bias hat, so ist die Ambiguityklein und die Basishypothesen werden nahezu identis
h sein (au
h au�erhalb der Trai-ningsdaten). Der Generalisierungsfehler E wird si
h ni
ht deutli
h von E unters
heiden.Ist andererseits die Ambiguity gro�, so wird E deutli
h kleiner als E sein. Dabei ist aberzu bedenken, da� E bei Ensembles mit hoher Ambiguity m�ogli
herweise gr�o�er ist, ins-besondere dann, wenn die Erh�ohung der Ambiguity dur
h Erh�ohung der Komplexit�atder Basishypothesen ges
hehen ist. Dieser Zusammenhang ist zum Bias-Varianz-Dilemma(Bienensto
k et al. [26℄) �aquivalent.Es ist anzunehmen, da� si
h eine hohe Ambiguity auf den Trainingsbeispielen au
h aufdem �ubrigen Eingaberaum fortsetzt. In Heskes [31℄ wurde dur
h Ver�anderung der Ge-wi
hte f�tgTt=1 die Ambiguity auf den Trainingsbeispielen maximiert. Mit dieser Methodewurden deutli
h bessere Ergebnisse als mit Bagging erzielt.Zum Beispiel in Perrone [49℄ �ndet man eine additive Zerlegung des Generalisierungsfeh-lers in Bias und Varianz: E = E� +Bias(f) + Varianz(f) ; (2.20)Wobei E� der Generalisierungsfehler des besten Klassi�kators (Bayes-Klassi�kator) ist.Au�erdem wurde gezeigt, da� si
h die Varianz beim Bagging dur
h die Mittelung verringertund Varianz(f)! 0 f�ur t!1, wobei Bias(f) = 
onst.2.4.2 Klassi�kationDie De�nition von Bias und Varianz f�ur den Fall der Klassi�kation ist leider ni
ht so ein-fa
h. Die Zahl der Versu
he (d.h. die Zahl der De�nitionen von Bias und Varianz) denGeneralisierungsfehler additiv zu zerlegen, ist betr�a
htli
h (siehe z.B. Breiman [7℄, Heskes[32℄, Dietteri
h et al. [15℄, Kohavi et al. [35℄ und Tibshirani [63℄). Friedman [24℄ zeigt sogar,da� die Zerlegung eher multiplikativ zu erfolgen hat.7W�urde man glei
he Hypothesen kombinieren, w�urde si
h ni
hts an E �andern.



KAPITEL 2. ENSEMBLE-LERNMETHODEN 13Eine De�nitionBreiman [7℄ folgend kann man Bias und Varianz f�ur die Klassi�kation mit zwei Klassen wiefolgt de�nieren: Sei D eine Verteilung �uber X � f�1g und Z = h(x(1); y(1)); : : : ;x(l); y(l))ieine Trainingsmenge der Gr�o�e l, die bez�ugli
h D gew�ahlt wurde. Au�erdem sei L(�;Z)die Hypothese, die vom Lernalgorithmus L aus den Trainingsbeispielen Z erzeugt wird.Dann ist der Klassi�kationsfehler auf ungesehenen DatenPE(L(�; T )) = P(x;y)�D[L(x; T ) 6= y℄und der Erwartungswert �uber alle Trainingsmengen daf�ur sei PE(L) = EZPE(L(�; T )). Diekleinste Fehlerrate wird dur
h den Bayes-Klassi�kator8 B errei
ht [2℄:B(x) = argmaxj2f�1g P (jjx) :wobei P (yjx) = P(x̂;ŷ)�D[y = ŷ;x = x̂℄ ist. Die Fehlklassi�kationsrate dieses Klassi�katorsist PE(B) = 1� Z argmaxj2f�1g P (jjx)dP (x) :Au�er dem sei Q(jjx) = EZ(L(x;Z)) :Der dur
h die Kombination unendli
h vieler Hypothesen, die mit unabh�angigen Trainings-mengen trainiert worden sind, entstandene { aggregierte { Klassi�kator9 ist [7℄:LA(x) = argmaxj2f�1g Q(jjx) :Man teilt nun den Eingaberaum in zwei disjunkte Teile [7℄:In ein Unbiased-Set U : U = fx 2 XjLA(x) = B(x)gund ein Biased-Set B: B = fx 2 XjLA(x) 6= B(x)g :Die Idee dabei ist, da� auf dem Unbiased-Set das Voting gut arbeitet und auf dem Biased-Set ni
ht.De�nition 2.7 (Breiman [7℄) Der Bias eines Klassi�kators L istBias(L) = P(x;y)�D(B(x) = y;x 2 B)� EZP(x;y)�D(L(x;Z) = y;x 2 B)und seine Varianz istVar(L) = P(x;y)�D(B(x) = y;x 2 U)� EZP(x;y)�D(L(x;Z) = y;x 2 U) :8Hier ist der Klassi�kator gemeint, der aus der genauesten Kenntnis von D konstruiert werden kannund die kleinstm�ogli
hen Klassi�kationsfehler errei
ht.9Hier ist der Klassi�kator gemeint, der dur
h (ungewi
htetes) Voting von unendli
h vielen Hypothesenentsteht (analog zum Bagging in der Asymptotik).



KAPITEL 2. ENSEMBLE-LERNMETHODEN 14Das f�uhrt zu einer additiven Zerlegung des Klassi�kationsfehlers f�ur ungesehene Beispielein den Bayes-Fehler, den Bias und die Varianz des Klassi�kators:PE(L) = PE(B) + Bias(L) + Var(L) : (2.21)De�nition 2.7 hat { im Gegensatz zu anderen De�nitionen { die folgenden (guten) Eigen-s
haften hat [7℄:1. Bias und Varianz sind immer ni
ht-negativ.2. Die Varianz des aggregierten Klassi�kators ist Null.3. Der Bias von B ist Null.Diese Bedeutung von Bias und Varianz mag irref�uhrend sein, wenn man an die �ubli
heBedeutung von Bias und Varianz (in der Regression [26℄) denkt. Das wi
htige an dieserZerlegung ist jedo
h, da� die Varianz so de�niert ist, da� sie dur
h Aggregation vielerKlassi�katoren (wie z.B. bei Bagging) eliminiert werden kann. Der Bias des Ensembleskann nat�urli
h gr�o�er sein, als der des Einzelklassi�kators10.2.5 Margin-VerteilungenIn S
hapire et al. [53℄ versu
hte man die E�ektivit�at von Ensemble-Methoden anhand vonMargin-Verteilungen zu erkl�aren.Untersu
ht man die Ausgaben einer Gesamthypothese f , so kann man die Stabilit�aten (denMargin) von Trainingsbeispielen messen:stabt(z(i)) := ft(x(i))y(i) ; (2.22)wobei stab(z(i)) := stabT (z(i)). Ein Trainingsbeispiel z(i) wird von f ri
htig klassi�ziert,genau dann wenn stabT (z(i)) � 0.Als einen Margin-Verteilungs-Graphen [53℄ bezei
hnet man einen Graphen, der die kumu-lative Verteilung Pz�Z(stab(z) � �) �uber � 2 [�1; 1℄ darstellt. Der Graph zeigt f�ur eineStabilit�at � den relativen Anteil der Beispiele, die eine kleinere Stabilit�at als � haben.Beispiel 2.8 In Abbildung 2.4 sind typis
he Margin-Verteilungen f�ur Bagging und Ada-Boost dargestellt. Diese wurden f�ur den Datensatz #1 (siehe A.3.1) mit 13 Zentren undjeweils 100 Iterationen erzeugt.Ziel der Betra
htungen in S
hapire et al. [53℄ war es herauszustellen, warum AdaBoost imVerglei
h zu Bagging bessere Generalisierungsfehler Pz�D[stab(z) � 0℄ liefert. Dies wur-de mit der Eigens
haft der Stabilit�atsmaximierung (Satz 2.2) des AdaBoost-Algorithmuserkl�art.Satz 2.9 (S
hapire et al. [53℄) Sei D eine Verteilung �uber X �f�1g und Z eine Trai-ningsmenge der Gr�o�e l, die bez�ugli
h D gew�ahlt wurde. Weiterhin sei H der Raum derBasishypothesen mit einer VC-Dimension d [65℄. Angenommen es sei Æ > 0 und l � d � 1.10So bleibt also das Bias-Varianz-Dilemma erhalten.
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Abbildung 2.4: Typis
he Margin-Verteilungs-Graphen f�ur Bagging (links) undAdaBoost (re
hts). AdaBoost weist deutli
h weniger Beispiele mit negativerStabilit�at auf (d.h. der Trainingsfehler ist kleiner).Dann gilt mit einer Wahrs
heinli
hkeit von mindestens 1� Æ �uber der zuf�alligen Wahl derTrainingsmenge Z, da� jede gewi
htete Funktion f 2 C (Konvexe H�ulle von H; vgl. (2.2))die folgende Unglei
hung f�ur alle � > 0 erf�ullt:Pz�D[stab(z) � 0℄ � Pz�Z[stab(z) � �℄ +O� 1pl �d log2(l=d)�2 + log(1=Æ)�� : (2.23)Benutzt man Satz 2.2, sieht man, da� der erste Term der re
hten Seite von (2:23) beiAdaBoost (im Gegensatz zu Bagging) minimiert wird. AdaBoost ist insbesondere dazugeeignet, Pz�Z[stab(z) � �℄ klein zu ma
hen. Da der zweite Term der re
hten Seite f�urBagging und AdaBoost glei
h ist, wird die re
hte Seite f�ur AdaBoost kleiner.Unklar ist no
h, wie eng die in Satz 2.9 angebene obere S
hranke f�ur den Generalisie-rungsfehler ist und ob ein Minimum der re
hten Seite au
h in der N�ahe des Minimums derlinken Seite liegt. An �ktiven Beispielen (z.B. d = 2 und l = 10000) kann man die re
hteSeite der S
hranke ausre
hnen (angenommen es sei Pz�Z[stab(z) < �℄ = 0, � = 1) und mitden Ergebnissen f�ur existierende Datens�atze verglei
hen. Es zeigt si
h, da� (zumindest f�ureinige Beispiele) diese S
hranke sehr weit von der Wirkli
hkeit entfernt sind.Au
h wenn dieser Satz eher eine qualitative Aussage �uber den Generalisierungsfehlerma
ht, ist klar, da� man bei fest gew�ahlter Komplexit�at und bei gr�o�eren Stabilit�atender Mehrzahl der Trainingsbeispiele zu kleineren Generalisierungsfehlern kommt [64℄.



Kapitel 3Warum AdaBoost oft guteErgebnisse liefert3.1 Experimentelle Ergebnisse3.1.1 Verglei
heIn diesem Abs
hnitt sollen einige Erfolge von AdaBoost insbesondere im Berei
h derHands
hrifterkennung herausgestellt werden. AdaBoost liefert im Verglei
h zu anderenEnsemble-Lernmethoden und zu Einzelklassi�katoren sehr gute Ergebnisse [4, 6, 8, 16, 17,20, 39, 53℄.NIST-DatensatzIn LeCun et al. [39℄ wurden die besten zu dieser Zeit verf�ugbaren Klassi�kationsalgo-rithmen zur Hands
hrifterkennung auf dem NIST-Datensatz1 vergli
hen. Es wurden u.a.LeNet 1, LeNet 4, geboostetes LeNet 4 und LeNet 5 vergli
hen. LeNet 1, 4 und 5 sind aufdie Hands
hrifterkennung ho
hspezialisierte neuronale Netze (mit mehreren konvolutivenS
hi
hten), die zur Erkennung von Postleitzahlen benutzt werden [4, 39℄. Tabelle 3.1 zeigt1Dieser Datensatz ist 784-dimensional, enth�alt insgesamt etwa 120.000 Beispiele, und wurde vom Na-tional Intitute for Standardization f�ur Ben
hmarks zur Verf�ugung gestellt.Ar
hitektur TestfehlerLeNet 1 1.7%LeNet 4 1.1%LeNet 5 0.9%SVM mit polynom. Kern 1.4%SVM mit virt. SV 0.8%boosted LeNet 4 0.7%Tabelle 3.1: Verglei
h zwis
hen vers
hiedener Arten von Klassi-�katoren. Boosted LeNet 4 ist bis heute unges
hlagen.16



KAPITEL 3. WARUM ADABOOST OFT GUTE ERGEBNISSE LIEFERT 17die Ergebnisse des Verglei
hs. Die Ergebnisse des Support-Vektor-Algorithmus [3, 14, 64℄wurden hinzugef�ugt [12, 55℄. Das geboostete2 LeNet 4 errei
ht die besten Ergebnisse undist bis heute unges
hlagen. Erstaunli
h ist, da� dabei nur drei Boosting-Iterationen benutztwurden und trotzdem sol
h ein gutes Ergebnis erzielt wurde.UCI-RepositoryIn Quinlan [51℄ wurden die Ergebnisse von Ada-Boost auf Des
ision Trees (Version C4.5) mitden Ergebnissen der Einzelklassi�katoren vergli-
hen. Abbildung 3.1 zeigt eine Zusammenfas-sung der Ergebnisse dieses Verglei
hes. In fastallen F�allen (23 von 27) bra
hte die Verwen-dung des AdaBoost-Algorithmus eine Verkleine-rung des Generalisierungsfehlers. Es wurden kei-ne Angaben zur Varianz dieser Bestimmung ge-ma
ht.F�ur den Verglei
h wurde das UCI-Repository vonBen
hmark-Datens�atzen benutzt, das ein brei-tes Spektrum von Lernproblemen (sehr ho
h-bzw. niedrig-dimensionale und viele bzw. weni-ge Beispiele) bietet. Eine genaue Bes
hreibungder Datens�atze �ndet man im Internet unterhttp://www.i
s.u
i.edu/mlearn/MLSummary.html.

annealaud.formatautobreast-w551coliccredit-acredit-gdiabetesglassheart-cheart-hhepatitishypoirislaborletterl21000segmentsicksonarsoybeansplicevehiclevotewaveformaverageAbbildung 3.1: Verglei
h Einzelklassi�kator{ AdaBoost: Zusammenfassung der Ergebnis-se von Quinlan [51℄. Die rote Linie steht f�urden Generalisierungsfehler der Einzelhypothe-se und die gr�unen Balken zeigen den Fehlervon AdaBoost relativ zur Einzelhypothese.Datens�atze #1 und #2Im Anhang A.3.1 sind zwei k�unstli
he Datens�atze bes
hrieben. Au
h f�ur diese Datens�atzezeigt AdaBoost auf RBF-Netzen (siehe A.1) relativ gute Leistungen im Verglei
h zu Ein-zelklassi�katoren (RBF-Netz) und zu Bagging auf RBF-Netzen. Die experimentellen Er-gebnisse �ndet man in Tabelle 3.2.Bei Datensatz #1 ist AdaBoost in jedem Fall besser als die Basishypothese und in fastjedem Fall besser als Bagging (au�er bei sehr hoher Komplexit�at der Basishypothese). BeiDatensatz #2 ist AdaBoost in fast jedem Fall besser als die Einzelhypothese, aber in fastjedem Fall s
hle
hter als Bagging. Ein m�ogli
her Grund daf�ur ist, da� f�ur Datensatz #2nur eine sehr kleine Komplexit�at notwendig ist (Optimum bei vier RBF-Zentren) und da�es dur
h die Kombination der Hypothesen zu Over�tting kommt. Weitere Gr�unde f�ur dieim Verglei
h zu Bagging s
hle
hten Ergebnisse werden in Kapitel 4 gesu
ht.Eine weitere positive Eigens
haft f�allt auf: W�ahrend bei der Einzelhypothese und bei Bag-ging der Generalisierungsfehler relativ stark von der Komplexit�at der Basishypothesenabh�angt (bei Bagging nur, wenn die Basishypothese zu s
hwa
h ist), f�ur AdaBoost �ndetman diese Abh�angigkeit in diesen Experimenten ni
ht.2Damals wurde ein Vorl�aufer von AdaBoost benutzt: es wurde keine Gewi
htung der Trainingsbeispieleverwendet, sondern auf eine relativ �ahnli
he Art Trainingsmengen erzeugt [39℄.



KAPITEL 3. WARUM ADABOOST OFT GUTE ERGEBNISSE LIEFERT 18Datensatz #1 Datensatz #2#Zentren 4 7 10 13 20 30 40 2 3 4 5 7 10RBF-Netz 16.3 9.2 6.5 6.2 5.7 5.9 6.3 32.7 11.5 10.3 10.9 11.4 11.4Bagging 9.9 7.0 6.2 5.8 5.7 5.5 5.7 32.7 10.5 9.8 10.1 10.3 10.4AdaBoost 5.6 5.4 5.4 5.4 5.7 6.0 6.0 32.7 10.8 10.8 10.8 11.1 11.0Tabelle 3.2: Verglei
h Einzelhypothese { Bagging { AdaBoost: F�ur die Datens�atze #1und #2 (ohne Raus
hen) wurden die Generalisierungsfehler (in %) f�ur die drei F�allebestimmt. Bei Bagging und AdaBoost wurden jeweils 100 Hypothesen kombiniert und�uber vers
hiedene Trainingsmengen gemittelt (Standardabwei
hung etwa 0:2 { 0:8%).3.1.2 Ents
heidungslinien werden glatterBei der Analyse des AdaBoost-Algorithmus stellt si
h sehr oft die Frage, warum der Test-fehler trotz steigender Zahl der kombinierten Klassi�katoren (und damit wa
hsender Kom-plexit�at) sinkt. Eine Antwort erh�alt man, wenn man si
h an einem einfa
hen Beispieldie Entwi
klung der Ents
heidungslinien verdeutli
ht. In Abbildung 3.2 �ndet man sol-
he Ents
heidungslinien na
h vers
hiedenen Anzahlen von Iterationen f�ur Datensatz #13.Dargestellt sind die Ents
heidungsgrenzen des (bis dahin) kombinierten Klassi�kators unddes jeweiligen neuen Einzelnetzes. Man erkennt die Entwi
klung und au
h, da� die Ent-s
heidungslinien in den ersten S
hritten viele ,,E
ken und Kanten" enthalten. Au�erdemist die Approximation4 der Bayes-Ents
heidungslinie dargestellt (oben links). Da diesesehr glatt (global und lokal) ist, bringt jede globale5 Ni
htglattheit eine Erh�ohung desGeneralisierungsfehlers.Die Klassengrenzen werden mit forts
hreitendem Prozess glatter. Man kann au
h sehen,da� bei einer hohen Anzahl der Iterationen die Ents
heidungs-linie ni
ht mehr so glatt ist. Dieses Ph�anomen wird n�aher inKapitel 4 betra
htet.Da die wahren Ents
heidunglinien (in vielen F�allen) ebenfallskeine E
ken oder Kanten haben, sinkt der Generalisierungsfehlermit global glatter werdenden Grenzen. An Beispielen kann mansi
h verdeutli
hen, da� sie au
h bei Benutzung von Basishypo-thesen, die selbst keine glatten oder runden Ents
heidungslinienerzeugen, glatter werden: In Abbildung 3.3 �ndet man ein Bei-spiel daf�ur, da� die Kombination von vielen E
ken dur
haus eineRundung ergeben kann. Abbildung 3.3: VieleE
ken ergeben einen KreisIn den ersten Iterationen des Lernprozesses werden E
ken erzeugt, die dann dur
h Hin-3Es wurden bewu�t RBF-Netze mit nur vier Zentren benutzt, so da� man die Bildung der Ents
hei-dungslinie verfolgen kann.4Es wurde ein RBF-Netz mit 100 Zentren auf einem Datensatz mit 104 Beispielen trainiert. Die hoheKomplexit�at des Netzes si
hert die F�ahigkeit zur Approximation der Ents
heidungslinie und die hoheAnzahl der Beispiele verhindert Over�tting.5Mit global ni
htglatt sind insbesondere die E
ken und Kanten wie z.B. na
h der 4. Iteration ge-meint. Lokale Ni
htglattheit bedeutet, da� die Ents
heidungslinie lokal ,,ho
hfrequent" um einen Mit-telwert s
hwankt (gro�e Ableitungen). Lokale Ni
htglattheit beein
u�t den Generalisierungsfehler in derRegel kaum.
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Abbildung 3.2: Entstehende Ents
heidungslinien (s
hwarz) auf Datensatz #1(rote und blaue Punkte) f�ur AdaBoost mit RBF-Netzen (vier Zentren) na
h1; : : : ; 5; 10; 50; 100; 1000; 3000 und 10000 Iterationen. Bei den ersten f�unf wirdau
h die Ents
heidungslinie des Einzelklassi�kators (gr�un) dargestellt.



KAPITEL 3. WARUM ADABOOST OFT GUTE ERGEBNISSE LIEFERT 20zuf�ugen weiterer Hypothesen wieder gegl�attet werden; unabh�angig davon, wie glatt dieBasishypothesen sind. Ni
ht verwunderli
h ist der Erfolg von De
ision Trees in Verbin-dung mit Bagging und AdaBoost [5, 16, 22℄.3.1.3 Ensemble-Lernmethoden verringern die VarianzEine andere Antwort auf die im letzten Abs
hnitt gestellte Frage erh�alt man, wenn man dieVarianz der Klassi�katoren betra
htet. In Breiman [7℄ wurde gezeigt, da� Bagging asym-ptotis
h die Varianz (vgl. Abs
hnitt 2.4) der Klassi�kation stark reduziert. In Friedman[24℄ wird gezeigt, da� Varianz-Verkleinerung (auf den ri
htig klassi�zierten Beispielen) zurVerringerung des Generalisierungsfehlers f�uhrt.
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Abbildung 3.4: Analogie zu den Ents
heidungslinien bei Ensemble-Lernmethoden: f�unf Polynome 6. Grades werden an Daten, die mit einem Po-lynom 2. Grades erzeugt werden (+ Gau�s
hes Raus
hen), ge�ttet (links). Da-bei werden jeweils unters
hiedli
he Gewi
htungen der Trainingsmenge benutzt.Man kann eine hohe Varianz der Approximation erkennen. Re
hts ist die wahreKurve und die si
h aus der Mittelung der f�unf Einzelkurven ergebende Kurveabgebildet. Die Abwei
hung von der wahren Kurve wird deutli
h verringert.Beispiel 3.1 In Abbildung 3.4 �ndet man ein Beispiel daf�ur, da� Bagging Over�ttingvermeiden und die Varianz der Ents
heidungslinie verringern kann. Das wird anhand vonDaten, die mit einem Polynom 2. Grades erzeugt (plus Gau�s
hes Raus
hen) und dann mitPolynomen 6. Grades appoximiert werden, gezeigt. Beim Bagging wird in jeder Iterationein Boostrap-Replikat erzeugt und so das Trainingsset variiert. In diesem Beispiel wurdeein gewi
hteter Trainingsdatensatz benutzt, dessen Gewi
htungen si
h in jeder Iterationzuf�allig ver�andern. Mittelt man die Ausgaben von 5 Polynomen 6. Grades, erh�alt maneine deutli
h bessere Approximation zur wahren Funktion6. Intuitiv versteht man damit,da� Bagging Over�tting vermeiden bzw. reduzieren kann.Wie si
h in den n�a
hsten Abs
hnitten no
h herausstellen wird, optimiert AdaBoost ei-ne spezielle Fehlerfunktion (Abs
hnitt 3.2). Die Minimierung dieser Fehlerfunktion ist oft6Diese Analogiebetra
htungen zur Regression dur
h Polynome dient ledigli
h dem besseren Verst�andnis



KAPITEL 3. WARUM ADABOOST OFT GUTE ERGEBNISSE LIEFERT 21Anzahl der ZentrenAlgorithmus 4 7 10 13 20RBF-Netz 17:8 � 6:6 8:8� 1:9 6:7� 0:4 6:1� 0:5 5:8� 0:5Bagging 10:4 � 1:1 7:2� 0:5 6:2� 0:1 5:7� 0:3 5:7� 0:4AdaBoost 6:0� 0:4 5:4� 0:5 5:4� 0:3 5:5� 0:3 5:7� 0:2Tabelle 3.3: F�ur die drei Algorithmen RBF-Netz, Bagging und AdaBoost wur-de die Standardabwei
hung des Generalisierungsfehlers bestimmt (alle Anga-ben in %). Dazu wurden f�ur Datensatz #1 jeweils 100 Hypothesen erzeugt unddie Standardabwei
hung der Fehler bere
hnet. Die Einzelhypothese zeigt deut-li
h h�ohere Varianzen als die Ensemble-Lernmethoden. Bagging und AdaBoosthaben �ahnli
he Varianzen.ni
ht optimal (vgl. Propostion 3.6). Aber gerade dur
h die Ni
htoptimalit�at der Mini-mierung entstehen Hypothesen, die in ,,�ahnli
her Form" s
hon im Ensemble existieren7.Dadur
h wird au
h bei AdaBoost, wie beim Bagging, die Varianz verkleinert (insbesonde-re die Varianz, die auf den Basislernalgorithmus zur�u
kzuf�uhren ist). In Breiman [7℄ wirdvermutet, da� allein s
hon die Kombination von Hypothesen, die auf unters
hiedli
henTrainingsmengen trainiert wurden, eine Verringerung der Varianz impliziert.Das wird beispielhaft f�ur Datensatz #1 in Tabelle 3.3 gezeigt8.Da� AdaBoost einen Bagging-Proze� beinhaltet, ist sehr s
hwierig zu zeigen, da AdaBoostim Lernproze� deutli
h komplizierter als Bagging ist. In Abbildung 3.5 wird denno
h ver-su
ht deutli
h zu ma
hen, da� Bagging ein Bestandteil von AdaBoost ist. F�ur diese Abbil-dung wurde ein Ensemble mit AdaBoost auf Datensatz #1 (� = 0) trainiert. Dann wurdendie Ausgaben der einzelnen Hypothesen (hier 200) mit einander vergli
hen. Jeder Punkt inAbbildung 3.5 stellt die �-Korrelation [43, 1, 13℄ zwis
hen den Ausgaben zweier Hypothe-sen dar. Man erkennt si
h wiederholende Muster und au
h, da� si
h die Korrelation nurlangsam mit der Anzahl der Iterationen ver�andert. Es werden also Hypothesen erzeugt,die auf vielen Beispielen �ahnli
h klassi�zieren, wobei si
h aber die Ents
heidungslinienunters
heiden (Analogie zur Ambiguity). Es kommt dadur
h zu einer Mittelung (Analogiezum Begri� der Ambiguity in Abs
hnitt 2.4.1).3.2 AdaBoost glei
ht einem Gradienten-VerfahrenAusgehend vom Ar
ing-Algorithmus und von Proposition 2.5 werden nunAdaBoost-�ahnli
heAlgorithmen untersu
ht.De�nition 3.2 Ein AdaBoost-�ahnli
her Algorithmus ist ein ni
htnormalisierter Ar
ing-Algorithmus mit s(x) = exp(x) und � 2 (0; 1), wobei f�ur die Trainingsfehler �t� > �t +�; f�ur alle t = 1; : : : ;1 : (3.1)7Au
h beim Bagging sind die Einzelhypothesen relativ glei
h, da sie aus �ahnli
hen Trainingssets ent-standen sind8Verglei
ht man die Ergebnisse von Tabelle 3.2 und 3.3, so stellt man lei
hte Unters
hiede fest. Diesesind darauf zur�u
kzuf�uhren, da� in 3.2 �uber mehrere Datens�atze und in 3.3 �uber mehrere Klassi�katorenauf dem glei
hen Datensatz gemittelt wurde.
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Abbildung 3.5: �-Korrelation zwis
hen den Ausgaben der im AdaBoost-Proze� entstandenen Einzelhypothesengelten soll. � > 0 sei beliebig, aber fest f�ur alle t.NB: F�ur � = 12 hat man wieder einen �-Weak-Learner. Man k�onnte hier also von einem�-�-Weak-Learner spre
hen.Wie bereits in Glei
hung (2:9) und Glei
hung (2:10) seienfut (x) = tXr=1 btrhtr(x)ft(x) = 1jbtj tXr=1 btrhtr(x) ;wobei bt = [log(1=�1); : : : ; log(1=�t); 0; : : : ; 0℄> undht = fhrgTr=1; hr = 0; f�ur r > tist. Mit (2:11) und (2:22) �ndet manerrt(z;bt) = 12 jbtj(1� stabt(z)) : (3.2)Folgendes Lemma ist eine Erweiterung des Satzes 2.4:
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he Algorithmen minimieren asymptotis
h das FunktionaleG(bt;ht) = lXi=1 exp�errt(z(i);bt)� �jbtj� : (3.3)Es gilt: limt!1 eG(bt;ht) = 0 (3.4)und limt!1 mini=1;:::;l stabt(z(i)) � 1� 2� : (3.5)Beweis: Mit (2:15) und (3:1) �ndet man limt!1 jbtj = 1. Als untere Abs
h�atzung f�urjbj hat man sogar jbtj � O �t log �(1+���)(1��)(���)�. Mit Satz 2.4 gilteG(bt;ht) = lXi=1 exp��errt(z(i); 
t)� �� jbtj�� l exp�� maxi=1;:::;l(errt(z(i); 
t))� �� jbtj� (3.6)und au�erdem errt(z(i); 
t)� � � 0, f�ur t gro� genug9 Dann folgt mit (3:6), jbtj ! 1 undexp(�1) = 0 die Behauptung (3:4), und mit Glei
hung (3:2) folgt (3:5).NB: Mit (3:2) und � = 12 �ndet man f�ur AdaBoost die besonders einfa
he FormeG(bt;ht) = lXi=1 e� 12 jbtjstabt(z(i)) :Die in Lemma 3.3 genannte Minimierung kann auf zwei Arten erfolgen: Zum einen kannman das Funktional dur
h Hinzuf�ugen neuer Hypothesen beliebig verkleinern (da jbtjdamit steigt); zum anderen hat die Wahl der Hypothesen h und der Gewi
hte 
 Ein
u�auf die Konvergenzges
hwindigkeit. Glei
hung (3:3) l�a�t si
h mit (2:11) ums
hreiben zueG(bt;ht) = lXi=1 e��jbtj exp TXr=1 btrlr(z(i))! ; (3.7)wobei lr(z(i)) = I(y(i) 6= hr(x(i))) ist [8℄.Angenommen, in der t-ten Iteration w�urde man fragen, f�ur wel
he Trainingsbeispiele esbesonders wi
htig ist, von der n�a
hsten Hypothese ri
htig klassi�ziert zu werden, um eGm�ogli
hst klein zu ma
hen. Dazu bere
hnet man die Ableitungen bzgl. des Fehlers lt(z)der n�a
hsten Hypothese. Mit (3:2) erh�alt man aus (3:7):eGilt � � eG(bt�1;ht�1)�lt(z(i)) = bt �e1=2��e� 12 stabt�1(z(i))�jbt�1j : (3.8)9Eigentli
h mu� hier gezeigt werden, da� errt(z(i); 
t)� � e
ht kleiner als Null ist. Mit den bisherigenS�atzen ist das ni
ht so einfa
h m�ogli
h. Mit Korollar 3.11 kann man dann au
h die e
hte Relation zeigen.



KAPITEL 3. WARUM ADABOOST OFT GUTE ERGEBNISSE LIEFERT 24F�ur Trainingsbeispiele z(i), f�ur die die Vergr�o�erung der Stabilit�at besonders wi
htig ist,um eG zu minimieren (f�ur die es also besonders notwendig ist, von der n�a
hsten Hypotheseri
htig klassi�ziert zu werden), ist eGilt gro� { sonst relativ klein. Damit kann man eGiltbenutzen, um die Gewi
htung der Beispiele f�ur das Training der n�a
hsten Hypothese zubestimmen.Lemma 3.4 Bei AdaBoost-�ahnli
hen Algorithmen werden die Gewi
hte der Trainingsbei-spiele pt in der t-ten Iteration dur
hpti = � eG(bt�1;ht�1)�lt(z(i))Plj=1 � eG(bt�1;ht�1)�lt(z(j)) (3.9)bestimmt.Beweis: Aus (3:9) mit (3:8) erh�alt manpti = exp ��12stabt�1(z(i))jbt�1j�Plj=1 exp ��12stabt�1(z(j))jbt�1j� : (3.10)Verwendet man au�erdem (2:14) im Beweis von Proposition 2.5 und pti = �tiPlj=1 �tj , ergibtsi
h die (in den ni
htnormalisierten Ar
ing-Algorithmen benutzte) Formel f�ur pt (vgl. Zeile1a. in Abbildung 2.3 und Glei
hung (2:13)).Die Normierung jpj = 1 in (3:9) entkoppelt die Optimierung von ht von der Optimierungvon bt (vgl. (3:8)). Es kann zun�a
hst die Hypothese und danna
h das optimale Gewi
htmit Glei
hung (2:15) dur
hbt = � log �t = log 1� �t�t � log 1� �� (3.11)bestimmt werden (Herleitung im Anhang A.2.1). Wenn die Kenntnis von pt ausrei
ht,k�onnte in jedem S
hritt eine optimale Kombination (ht; bt) bzgl. G(bt�1;ht�1) gefundenwerden.Damit kommt die Frage auf, wie die Hypothese ht aus der Gewi
htung pt bestimmt werdenmu�, damit sie das Funktional bestm�ogli
h minimiert. Breiman [8℄ s
hl�agt die gewi
hteteMinimierung (De�nition 2.1) vor. Wie man si
h an Beispielen verdeutli
hen kann, ist dieMinimierung des gewi
hteten Klassi�kationsfehlers � leider ni
ht glei
hbedeutend mit derMinimierung von eG.Eine andere M�ogli
hkeit eG zu optimieren, ist die Parameter von ht direkt mit einemni
htlinearen Optimierungsverfahren zu bestimmen. Das w�urde die bestm�ogli
he Hypo-these (oder wegen lokaler Minima nur eine gute Approximation davon) ergeben. Es w�areder prinzipiell ri
htige Weg zur Minimierung von eG, der aber relativ aufwendig ist10.Unklar ist no
h, wie man nur dur
h Kenntnis von pt, d.h. unabh�angig von jbtj die op-timale Hypothese ht bzgl. eG(bt�1;ht�1) �nden kann. Eine M�ogli
hkeit ist die gewi
hteteMinimierung, die ni
htoptimale Ergebnisse liefern kann. Eine andere M�ogli
hkeit ist, dieBeispiele in sortierter (absteigender) Reihenfolge von der Basishypothese ri
htig klassi�-zieren zu lassen. Je mehr Beispiele (in dieser Ordnung) korrekt sind, desto besser. Formalausgedr�u
kt hei�t das:10Eine Kombination von linearer und ni
htlinearer Optimierung w�are notwendig.



KAPITEL 3. WARUM ADABOOST OFT GUTE ERGEBNISSE LIEFERT 25De�nition 3.5 (Sortierte Minimierung) Gegeben sei eine Wahrs
heinli
hkeitswi
ht-ung p f�ur die Trainingsmenge Z. Sortiere p dur
h die Permutation S, so da� pS(i) � pS(j)f�ur 1 � i < j � l. Die sortierte Minimierung �ndet eine Hypothese h 2 H, dieJh = maxnj j I(h(x(S(j))) 6= y(S(j)))o (3.12)minimiert.Es gibt leider au
h f�ur diese Art der Minimierung Situationen, in denen die Ergebnisseni
ht optimal sind. Man kann aber beweisen, da� eine Hypothese h�, die ein kleineres �(h�)und ein gr�o�eres Jh� erzeugt als eine andere Hypothese h, das Funktional eG besser op-timiert. M�ogli
herweise ist eine Kombination von sortierter und gewi
hteter Minimierungnotwendig, um bessere Hypothesen zu �nden. Wie diese Kombination genau arbeitet istno
h ni
ht klar.Die folgende Anmerkung zeigt, da� AdaBoost-�ahnli
he Algorithmen einem Gradientenver-fahren glei
hen. Dabei werden die Hypothesen als Gradienten aufgefa�t. Damit ist klar,da� au
h s
hle
hte Approximationen der Hypothese h�t zur Minimierung von eG f�uhren.Die Konvergenz verlangsamt si
h aber dadur
h.Anmerkung 3.6 AdaBoost-�ahnli
he Algorithmen approximieren ein Gradientenabstiegs-Verfahren auf dem Raum C (Funktionenklasse der Konvex-Kombinationen von H), um dasFunktional eG s
hrittweise zu minimieren. Dabei werden nur Startwerte h1 und Gradientenh2; : : : ; hT aus einem Teilraum CL � C benutzt, der zu H (Klasse der Basishypothesen)isomorph ist.Begr�undung: Analog zu einem Gradientenverfahren in einem Vektorraum ist ein Gra-dientenverfahren auf dem Hypothesenraum C bzgl. eG ein Verfahren, das iterativ zu einemStartwert (Hypothese eh1 2 C) Gradienten-Hypothesen eh2; : : : ;ehT 2 C addiert, um eG zuminimieren. Dabei ist jedes ehi (i � 2) eine Ri
htung im Raum C.Um die Gradienten-Hypothesen zu bestimmen, m�u�te man den Gradient von eG bzgl. Cbestimmen. Das ist praktis
h kaum m�ogli
h und au
h ni
ht notwendig, da nur die Trai-ningsfehler der Hypothesen auf eG eine Auswirkung haben. Deshalb su
ht man Hypothesen,die fehlerhaft auf sol
hen Trainingsbeispielen sind, die eG maximieren. Die Anforderung aneine ,,gute" Hypothese kann also dur
h die Wi
htigkeit der Trainingsbeispiele formuliertwerden. Es ist jedo
h s
hwierig, eine optimale Hypothese eh 2 C zu �nden, die diesem Krite-rium gen�ugt. Deshalb s
hr�ankt man den Raum der m�ogli
hen Gradienten auf eh 2 CL ein11.Man �ndet dur
h gewi
htete Minimierung, sortierte Minimierung o.�a. die Hypothese ht,die eine gute Approximation zur besten Hypothese in CL ist, und dur
h Glei
hung (3:11)das optimale Gewi
ht f�ur diese Hypothese bt (die S
hrittweite des Gradienten). Man erh�altalso die fast optimale Gradienten-Hypothese eht 2 CL mit der optimalen S
hrittl�ange.Au
h ein Optimierungsverfahren, das keine optimalen Ri
htungen benutzt (oder sogarZufalls-Ri
htungen) wird das Funktional minimieren (Modulo der lokalen Minima12), wenndie S
hrittweiten optimal bestimmt werden [33, 42℄.11Das entspri
ht dann einem Gradienten-Abstieg, bei dem in einem S
hritt immer parallel zu den A
hsenoptimiert wird (Coordinate Des
ent). Als A
hsen werden hier die Basishypothesen angesehen.12Es kann nat�urli
h sein, da� eG lokale Minima hat, ni
ht das beste Minimum errei
ht wird. Aber daskann au
h bei einem normalen Gradiente-Abstiegs-Verfahren passiern.



KAPITEL 3. WARUM ADABOOST OFT GUTE ERGEBNISSE LIEFERT 263.3 AdaBoost ist ein Annealing-Proze�Wie festgestellt wurde, arbeiten AdaBoost-�ahnli
he Algorithmen mit dem FehlerfunktionaleG in (3:3). Eine wi
htige Rolle dabei spielt die Gr�o�e von jbj. Untersu
ht man die Bestim-mung der Gewi
hte der Trainingsbeispiele in der t-ten Iteration, so wird die Abh�angigkeitvon jbj besonders klar. Glei
hung (3:10) ergibtpti = exp ��12stabt�1(z(i))�jbt�1jPlj=1 exp ��12stabt�1(z(j))�jbt�1j : (3.13)Wenn jbj = 1 ist, dann handelt es si
h dabei um die Softmax-Funktion. Diese Funktionist die ,,sanfte" Version der Winner-Takes-All-Funktion [2℄. Wird jbj erh�oht, so vers
h�arftsi
h der Wettbewerb und f�ur jbj ! 1 konvergiert (3:13) gegen die Winner-Takes-All-Funktion.Erh�oht man jbj s
hrittweise w�ahrend des Boosting-Prozesses, so kann man von einemAnnealing-Proze� (Abk�uhlungsproze�) [2, 34℄ spre
hen. Annealing wird h�au�g bei ni
htli-nearen Optimierungen benutzt, um das Ste
kenbleiben in lokalen Minima zu verhindern.Analog zu einem physikalis
hem Proze� [34℄ de�niert man eine Temperatur #, die dieSensitivit�at der Softmax-Funktion regelt:�i = exp(��i)1=#Plj=1 exp(��j)1=# :Man kann also jbj =: 1=# als einen Annealing-Parameter au�assen.Die Trainingsbeispiele mit den Stabilit�aten stabt�1(z(i))stehen im Wettbewerb untereinander. Gro�e Stabilit�atenerzeugen kleine Gewi
hte in p { und umgekehrt.Der Wert von jbj steigt ungef�ahr linear mit der Anzahl derIterationen. Das ist in Abbildung 3.6 exemplaris
h darge-stellt, und es ist au
h wegen (2:15) und (3:1) (vgl. Lem-ma 3.3) plausibel, da das Minimale Gewi
ht, da� eine Hy-pothese bekommen kann, log 1��+���� + log �1� � (wegen� � ���) ist. Somit mu� der Anstieg mindestens linear inder Anzahl der Iterationen sein. In Experimenten hat si
hoft ein Mittelwert f�ur �t eingestellt. Damit wird der Wett-bewerb im Verlaufe des Boosting-Prozesses vers
h�arft.Asymptotis
h werden nur sol
he Beispiele Gewi
hte ver-s
hieden von 0 bekommen, die die kleinste Stabilit�at ha- 0 2000 4000 6000 8000 10000
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000

10000

the number of iteration

|b
|

Abbildung 3.6: jbj steigt fast li-near mit der Anzahl der Iteratio-nen (30 RBF-Zentren auf Daten-satz #1)ben. Neue Hypothesen ht werden also insbesondere s
hwierige Muster ri
htig klassi�zieren.Das f�uhrt zu einer Erh�ohung der Stabilit�at dieser Beispiele und zur Verringerung der Sta-bilit�aten der restli
hen Beispiele [53℄.Intuitiv wird damit au
h klar, da� der Trainingsfehler zu Null werden mu�: Trainingsbei-spiele mit negativen Stabilit�aten w�urden �au�erst gro�e Gewi
hte bekommen. Das �andertsi
h erst dann, wenn die restli
hen Beispiele etwa glei
he Stabilit�aten haben13.13Da� ni
ht alle Beispiele negative Stabilit�at haben k�onnen, ist klar.



KAPITEL 3. WARUM ADABOOST OFT GUTE ERGEBNISSE LIEFERT 27Beispiel 3.7 Angenommen zwei Beispiele h�atten die Stabilit�aten stab(z(1)) = 0:2 undstab(z(2)) = 0:3 und jbj = 1000. Die beiden Beispiele haben dann sehr unters
hiedli
heAnteile am Fehler: exp ��0:3�10002 � = exp(�150) und exp ��0:2�10002 � = exp(�100). DasGewi
ht des ersten Beispiels wird also etwa 1020 mal gr�o�er sein als des zweiten.Wenn die Stabilit�aten der Trainingsbeispiele unabh�angig voneinander optimierbar w�aren,dann m�u�te man einen Punkt errei
hen, an dem alle Beispiele die glei
he Stabilit�at ha-ben. Da es aber sehr h�au�g passiert, da� Beispiele s
hon ri
htig klassi�ziert werden, wenneine Menge von anderen Beispielen14 ri
htig klassi�ziert wird, tri�t das ni
ht ohne Ein-s
hr�ankung zu.Damit erhalten wirBeoba
htung 3.8 Bei AdaBoost-�ahnli
hen Algorithmen �ndet man eine Teilmenge S derTrainingsbeispiele Z, die asymptotis
h die glei
he Stabilit�at haben. Das sind die Beispielemit der kleinsten Stabilit�at.Das wird dur
h die obige Diskussion gest�utzt und stimmtmit den experimentell gefundenen Ergebnissen �uberein.Diese Beispiele mit glei
her Stabilit�at liegen in derRegel nahe den Ents
heidungslinien der Klassen. Be-tra
htet man die in Abs
hnitt 2.5 eingef�uhrten Margin-Verteilungs-Graphen, so �ndet man im asymptotis
henFall einen sehr steilen Anstieg bei den kleineren Stabi-lit�aten (vgl. Abbildung 3.7). Dieser Anstieg zeigt, da�relativ viele Beispiele (in dieser Abbildung etwa 20%)die glei
he Stabilit�at haben. Man k�onnte vermuten, da�man (asymptotis
h) beim Training mit AdaBoost nurauf den S�Beispielen die glei
hen Ents
heidungslinienerh�alt, wie als wenn man auf dem gesamten Trainings- 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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(ρ,δ)Abbildung 3.7: Ein Margin-Verteilungs-Graph in der Asymptotik(wie in 3.6)datensatz trainiert (Analogie zu den Support-Vektoren).Im Folgenden werden die Beispiele glei
her Stabilit�at nun S-Beispiele genannt und dieStabilit�at dieser Beispiele wird mit � bezei
hnet, d.h.� := mini=1;:::;l limt!1 stabt(z(i)) : (3.14)Der Anteil der S-Beispiele im Verh�altnis zur Gesamtzahl sei Æ := #S#Z .In [23℄ und [8℄ wurde bereits ein Zusammenhang zwis
hen AdaBoost und linearer Opti-mierung festgestellt. Folgende Proposition dr�u
kt diesen Zusammenhang aus:Anmerkung 3.9 AdaBoost benutzt einen Annealing-Proze�, um das Unglei
hungssystemstab(z(i)) � �; f�ur alle i = 1; : : : ; l (3.15)zu erf�ullen. Dabei wird versu
ht � zu maximieren.14Es k�onnte eine Klasse aus einer Wolke von Beispielen bestehen: Punkte im Inneren der Wolke werdenmeist bereits ri
htig klassi�ziert, wenn die Randpunkte der Wolke ri
htig klassi�zert werden.



KAPITEL 3. WARUM ADABOOST OFT GUTE ERGEBNISSE LIEFERT 28NB: F�ur die S-Beispiele werden die Unglei
hungen asymptotis
h zu Glei
hungen.Begr�undung: Mit Lemma 3.3 gilt asymptotis
h�stab(z(i))2 + 12 � � � ��; � � 0; 8i = 1; : : : ; l : (3.16)Verglei
ht man (3:16) mit (3:3), so folgt: je gr�o�er �, desto kleiner eG und umgekehrt (f�ureine feste Anzahl von Iterationen). Da eG minimiert wird, kommt es approximativ15 au
hzur Maximierung von �. Mit (3:14) erh�alt man asymptotis
h� = 1 + 2�� 2� :Dewegen wird au
h versu
ht � zu maximieren, wobei die Unglei
hungen (3:15) erf�ullt wer-den.Verglei
ht man die Margin-Verteilungen von AdaBoost und von einer Support-Vektor-Mas
hine (SVM), so stellt man starke �Ahnli
hkeiten fest: Au
h bei der SVM gibt esBeispiele, die eine glei
he Stabilit�at haben (separabler Fall), die Support-Vektoren (SV) [3,14, 64℄. Experimentell kann man die �Ubereinstimmung von S-Beispielen mit den Support-
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Abbildung 3.8: Ents
heidungslinien f�ur AdaBoost mit RBF-Netzen (links)und SVM mit RBF-Kernel (re
hts) f�ur den Datensatz #1 (wenig Raus
hen). Eswurden RBF-Netze mit 13 Zentren und ein RBF-Kernel mit �2 = 0:72 (Dur
h-s
hnitt der Radien der Zentren der RBF-Netze) benutzt. Die S-Beispiele unddie Support-Vektoren sind mit � (positive Beispiele) und Æ (negative Beispiele)gekennzei
hnet.Vektoren bestimmen. In Abbildung 3.8 sind exemplaris
h die S-Beispiele und die Support-Vektoren f�ur den Datensatz #1 dargestellt. Fast alle Support-Vektoren sind au
h S-Beispiele. In Tabelle 3.4 werden die Support-Vektoren mit den S-Beispielen f�ur Datensatz15Es wird ni
ht behauptet (und es wahrs
heinli
h ist au
h ni
ht so), da� das Maximum f�ur � gefundenwird. Das Maximum wird errei
ht, wenn man lineare Optimierung benutzt und wahrs
heinli
h au
h, wennman unendli
h langsam abk�uhlt.



KAPITEL 3. WARUM ADABOOST OFT GUTE ERGEBNISSE LIEFERT 29RBF- RBF(�2) POLY(p)Zentren 0:1 0:72 3:0 3 5 77 44 59 33 25 59 7513 46 61 37 26 58 7120 48 62 37 27 58 71 RBF POLY(p)�2 3 5 70.1 69 45 390.72 85 74 603.0 90 51 33Tabelle 3.4: Experimentelle Bestimmung der �Ubereinstimmung der Support-Vektoren mit den S-Beispielen (links). Dazu im Verglei
h die �Ubereinstimmungder Support-Vektoren f�ur RBF- und POLY-Kernel (re
hts). Ein Tabellenein-trag ist das Verh�altnis (in %) wieviele Support-Vektoren au
h S-Beispiele sindzur Gesamtzahl der Support-Vektoren. Insbesondere zwis
hen SVen aus einerPOLY-SVM mit h�oheren Graden und den S-Beispielen �ndet man eine hohe�Ubereinstimmung. Au�erdem bei SVM mit RBF-Kernel f�ur � =Mittelwert derWeiten der RBF-Zentren.#1 vergli
hen. Dabei werden vers
hiedene Anzahlen der Zentren f�ur die RBF-Netze be-nutzt und unters
hiedli
he Parameter f�ur die SVM mit RBF und polynomiellen Kernelverwendet. Man �ndet �ndet i.d.R. eine gro�e �Ubereinstimmung16, insbesondere im Ver-glei
h zu den �Ubereinstimmungen bei SVMs mit RBF-/POLY-Kernel.NB: Die unters
hiedli
hen Tendenzen in Tabelle 3.8 sollten ni
ht �ubers
h�atzt werden(insbesondere bei POLY-Kernel), da sie gr�o�tenteils aus der unters
hiedli
hen Anzahl derSupport-Vektoren resultieren. Beispielsweise hat die SVM mit Polynomgrad drei etwa 180SV und jene mit Grad sieben nur 40 SV. Beim AdaBoost-Algorithmus �ndet man etwa20%, d.h. etwa 60 S-Beispiele. Damit ist klar, da� man hier bei h�oheren Graden h�ohere�Ubereinstimmungen �ndet. Au�erdem h�angt die Anzahl der Support-Vektoren von derRegularisierung ab, die hier willk�urli
h gew�ahlt wurde.Wel
he Beispiele Support-Vektoren werden, h�angt von der Abbildung in den Feature-Raumund damit vom Kernel ab. Je na
hdem wie die Datenwolken ni
htlinear verformt werden,liegen andere Beispiele nahe der Ents
heidungslinie und werden Support-Vektoren.Bei AdaBoost h�angt das von der Basishypothese ab: Je na
hdem, wel
he Beispiele von derBasishypothese lei
ht ri
htig klassi�ziert werden k�onnen, gibt es einmal diese und einmaljene S-Beispiele. Ist die Ents
heidunglinie fast linear, so wird man wahrs
heinli
h mit De-
ision Trees weniger S-Beispiele erhalten, als z.B. mit RBF-Netze. Hat man sehr ,,runde"Daten, so wird dies m�ogli
herweise umgekehrt sein.Eine gute �Ubereinstimmung �ndet man zwis
hen den S-Beispielen von AdaBoost und denSupport-Vektoren einer SVM mit RBF-Kernel, bei der die Weite des Kernels dem Dur
h-s
hnitt der Weiten der RBF-Netze entspri
ht. Dies zeigt, da� die Daten auf eine �ahnli
heArt und Weise ni
htlinear abgebildet werden, und da� sie mit etwa den selben ,,Ma�en"interpretiert werden (siehe au
h S
h�olkopf et al. [54℄ f�ur eine Verglei
h der von unter-s
hiedli
hen SVM erzeugten SV). Das f�uhrt zu glei
hen Beispielen im Margin-Berei
h.16Was ni
ht unbedingt �uberras
hend ist, da es si
h immer um die Beispiele in der N�ahe der Ents
hei-dungslinien handelt.



KAPITEL 3. WARUM ADABOOST OFT GUTE ERGEBNISSE LIEFERT 303.4 Wie gro� ist der Margin?Die Stabilit�at der S-Beispiele wird dur
h den i.A. sehr komplexen und dur
h das Annealinggesteuerten Optimierungsproze� bestimmt. Allgemein gilt f�ur Annealing-Prozesse: Wenndie Abk�uhlungsges
hwindigkeit klein ist, so wird ein besseres Minimum gefunden [34℄, d.h.die Stabilit�aten werden gr�o�er (vgl. (3:3)). Folgender Satz ist eine Verallgemeinerung vonSatz 5 in [53℄ (vgl. Satz 2.2) f�ur den Fall � 6= 12 :Satz 3.10 Angenommen, �1; : : : ; �T seien die gewi
hteten Klassi�kationsfehler der Hypo-thesen h1; : : : ; hT , die beim Ablauf eines AdaBoost-�ahnli
hen Algorithmus erzeugt werdenund es sei 1 > � > maxt=1;:::;T �t. Dann gilt f�ur jedes � 2 [�1; 1℄:P(x;y)�Z[yf(x) � �℄ � �' 1+�2 + '� 1��2 �T TYt=1q�1��t (1� �t)1+� ; (3.17)wobei ' = �1�� ist.Der Beweis be�ndet si
h im Anhang A.2.2.NB: F�ur � = 12 gilt �' 1+�2 + '� 1��2 � = 2 und wir erhalten Satz 2.2.Der Ein
u� der Wahl von � und der Trainingsfehler �t auf � wird asymptotis
h dur
h denfolgenden Satz ausgedr�u
kt [47℄:Korollar 3.11 AdaBoost-�ahnli
he Algorithmen erzeugen asymptotis
h (t!1) Margin-Verteilungen mit einer kleinsten Stabilit�at �, f�ur die gilt� � ln ����1�+ ln �(1� �)(1� �)�1�ln (���1)� ln ((1� �)(1 � �)�1) ; (3.18)wobei � = maxt �t.Beweis: Das Maximum von �1��t (1� �t)1+� bzgl. �t ist f�ur 12 (1� �) errei
ht. Wegen (3:5)und (3:1) gilt � � 12 (1��) und man kann f�ur � � � in Glei
hung (3:17) �t dur
h � ersetzen:P(x;y)�Z[yf(x) � �℄ � ��' 1+�2 + '� 1��2 � � 1��2 (1� �) 1+�2 �T :Wenn die Basis auf der re
hten Seite kleiner 1 ist, dann gilt asymptotis
h P(x;y)�Z[yf(x) ��℄ = 0. Asymptotis
h wird es also kein Beispiel geben, das eine kleinere Stabilit�at als �hat. F�ur die gr�o�tm�ogli
he Stabilit�at �max gilt dann�' 1+�max2 + '� 1��max2 � � 1��max2 (1� �) 1+�max2 = 1 :L�ost man diese Glei
hung na
h �max auf, erh�alt man�max = ln ����1�+ ln �(1� �)(1 � �)�1�ln (���1)� ln ((1� �)(1� �)�1) :Da � gr�o�erglei
h �max sein mu�, erhalten wir die Behauptung.
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Abbildung 3.9: Abh�angigkeit zwis
hen �und der unteren S
hranke f�ur � f�ur vers
hie-dene � = 1100 (dur
hgezogen), 110 (gestri
helt),13 (gestri
hpunktet), 920 (gepunktet).
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Abbildung 3.10: Abh�angigkeit zwis
hen �und der unteren S
hranke f�ur � f�ur vers
hie-dene � = 110 (dur
hgezogen), 13 (gestri
helt),12 (gestri
hpunktet), 34 (gepunktet).Ein Verglei
h von experimentell bestimmten � mit der unteren S
hranke f�ur � in Ko-rollar 3.11 zeigt, da� die Abs
h�atzung (3:18) no
h ni
ht sehr gut ist. Deutli
h bessereAbs
h�atzungen liefert die direkte Anwendung von Satz 3.10. Die Tabellen 3.5 und 3.6zeigen diesen Verglei
h f�ur vers
hiedene � auf dem Datensatz #1. Es werden vers
hiedenkomplexe RBF-Netze (mit vers
hieden vielen Zentren) benutzt und � experimentell na
h10000 Iterationen bestimmt.�n#Zentren Experiment Satz 3.107 13 20 30 7 13 20 300:3 - - 0.444 0.663 - - 0.591 0.7010:5 0.122 0.248 0.418 0.617 0.119 0.247 0.400 0.6160:7 0.086 0.211 0.373 0.557 0.241 0.304 0.410 0.5650Tabelle 3.5: Verglei
h von experimentell bestimmtem und dem si
h aus Satz3.10 ergebendem � f�ur Datensatz #1 mit �2 = 0 f�ur vers
hiedene � und Anzahlder Zentren. F�ur � = 0:3 und 7 Zentren war der Lerner zu s
hwa
h. Bei 13Zentren und � = 0:3 war na
h 10.000 Iterationen no
h ni
ht die Asymptotikerrei
ht und � lie� si
h ni
ht bestimmen.Das si
h mit Satz 3.10 theoretis
h ergebende � stimmt f�ur � = 12 au�allend genau mit denexperimentellen Ergebnissen �uberein. Die Benutzung von Korollar 3.11 (vgl. Tabelle 3.6(a)) erweist si
h oft als s
hwierig. Es werden h�au�g Hypothesen erzeugt, die einen gewi
h-teten Trainingsfehler �(h) haben, der nur unbedeutend kleiner als � ist (vgl. (3:1)). Dasbedeutet, da� die Approximation f�ur � in diesen F�allen fast Null ist. Statt der Maximums-bildung wurde in (b) der Mittelwert gebildet (S
hranke ist f�ur diesen Fall ni
ht bewiesen!),d.h. � = PTt=1 �t=T = h�ti. Dieses � ist der erwartete Trainingsfehler und stimmt (etwa)



KAPITEL 3. WARUM ADABOOST OFT GUTE ERGEBNISSE LIEFERT 32�n#Zentren Korollar 3.11 (a) Korollar 3.11 (b)7 13 20 30 7 13 20 300:3 - - 0.534 0.535 - - 0.584 0.6840:5 0.000 0.007 0.102 0.349 0.101 0.229 0.398 0.5890:7 0.141 0.160 0.1217 0.122 0.238 0.298 0.3969 0.490Tabelle 3.6: Verglei
h von experimentell bestimmtem und dem si
h aus Ko-rollar 3.11 ergebendem � f�ur Datensatz #1 mit �2 = 0 f�ur vers
hiedene � undAnzahl der Zentren (experimentelle Ergebnisse siehe Tabelle 3.5).mit dem in Kapitel 2 eingef�uhrtem 
 aus der PAC-Theorie �uberein. Damit �ndet manbessere Approximationen f�ur �.Man �ndet in den beiden Tabellen aber au
h Inkonsistenzen: F�ur � 6= 12 sind die theore-tis
h bere
hneten Werte gr�o�er als die experimentell bestimmten Werte. Man kann vermu-ten, da� das an numeris
hen Ungenauigkeiten liegt, die na
h 10000 Iterationen sehr gro�werden.
ZusammenfassungEnsemble-Methoden k�onnen dur
h Kombination vieler Klassi�katoren runde Ents
hei-dungslinien (d.h. ohne E
ken und Kanten) erzeugen und verringern die Varianz der Klas-si�kation.AdaBoost optimiert eine Margin-Fehlerfunktion und erzeugt so gro�e Stabilit�aten derTrainingsbeispiele. Das Finden eines guten Minimums der Fehlerfunktion bzw. eines gu-ten Maximums der kleinsten Stabilit�at wird dur
h einen intrinsis
hen Annealing-Proze�unterst�utzt.Asymptotis
h ist AdaBoost ein Maximum-Margin-Klassi�kator (mit Hard-Margin), wasinsbesondere bei Problemen der Hands
hrifterkennung zu guten Ergebnissen f�uhrt.



Kapitel 4Warum AdaBoost verbessertwerden sollte4.1 AdaBoost ist ni
ht noise-robust4.1.1 Noise vers
hle
htert die ErgebnisseIn Abbildung 3.1 �ndet man weitere Ergebnisse (vgl. au
h Unterabs
hnitt 12) von Quin-lan [51℄ f�ur den Verglei
h AdaBoost { Einzelklassi�kator. Bei diesem Verglei
h wurdendie Klassenzugeh�origkeiten in den Datens�atzen bei 5% und 15% aller Trainingsbeispie-le ver�andert (Klassi�kationsraus
hen). Bei 5% Raus
hen hat AdaBoost bereits fast al-le Vorteile in der Generalisierungsf�ahigkeit verloren. Bei 15% Klassi�kationsraus
hen istAdaBoost in 19 von 27 F�allen s
hle
hter als der Einzelklassi�kator [51℄. Es wurden keineAngaben zur Varianz dieser Werte gema
ht.
annealaud.formatautobreast-w551coliccredit-acredit-gdiabetesglassheart-cheart-hhepatitishypoirislaborletterl21000segmentsicksonarsoybeansplicevehiclevotewaveformaverage

annealaud.formatautobreast-w551coliccredit-acredit-gdiabetesglassheart-cheart-hhepatitishypoirislaborletterl21000segmentsicksonarsoybeansplicevehiclevotewaveformaverageAbbildung 4.1: Verglei
h Einzelklassi�kator { AdaBoost auf UCI-Datens�atzen mit5% (links) und 15% (re
hts) Klassi�kationsraus
hen (vgl. au
h Abb. 3.1) [51℄. Ada-Boost s
heint ni
ht stabil zu sein, wenn die Daten viel Raus
hen enthalten.33



KAPITEL 4. WARUM ADABOOST VERBESSERT WERDEN SOLLTE 34F�ugt man dem Datensatz #1 Raus
hen hinzu, so �ndet man deutli
h s
hle
htere Ergeb-nisse, insbesondere im Verglei
h zu Bagging und dem Einzelklassi�kator. Tabelle 4.1 zeigtdie Ergebnisse dieses Verglei
hs. Verglei
ht man au�erdem die Ergebnisse mit denen inDatensatz #1#Zentren 7 13 20 30RBF-Netz 10.0 5.8 5.9 5.9Bagging 6.9 5.5 5.7 6.1AdaBoost 8.2 7.8 8.3 9.0Tabelle 4.1: Testset-Fehler (in %) der Einzelklassi�katoren, f�ur Bagging undf�ur AdaBoost auf Datensatz #1 mit relativ viel Raus
hen (� = 0:16). BeiBagging und AdaBoost wurden 104 Hypothesen kombiniert. Die Fehlerratenwurden �uber mehrere Realisierungen des Datensatzes gemittelt (Standardab-wei
hung 0:2� 1:0%)Tabelle 3.2, so erkennt man das Problem: RBF-Netze und Bagging sind sehr robust gegendie Verraus
hung der Daten: Der Generalisierungsfehler ist kaum s
hle
hter als im Fallohne Raus
hen, und er vergr�o�ert si
h erst dann, wenn die Komplexit�at der RBF-Netzedeutli
h steigt. Das ist f�ur AdaBoost jedo
h ni
ht so: die Ergebnisse vers
hle
htern si
hdeutli
h.4.1.2 Over�tting bei hoher Zahl der IterationenIn Freund et al. [22℄ und S
hapire et al. [53℄ wurden Experimente mit AdaBoost und De-
ision Trees dur
hgef�uhrt. Es wurde festgestellt, da� si
h der Generalisierungsfehler mitsteigender Anzahl der Iterationen stetig verkleinert. Das konnte f�ur Datens�atze mit Rau-s
hen ni
ht best�atigt werden.Betra
htet man die Generalisierungsfehler der Endhypothesen, die in jeder Iteration ent-stehen, so �ndet man Kurven, die s
hon na
h einigen hundert (oder weniger) Iterationenihr Minimum haben. Es ist also dur
haus sehr ents
heidend, wieviele Hypothesen kom-biniert werden. Diese Erfahrung wurde in vielen Experimenten bei Vorhandensein vonRaus
hen gema
ht. Abbildung 4.2 zeigt die Generalisierungsfehler der Endhypothesen aufDatensatz #1 mit starker Verraus
hung. In Experimenten hat si
h sehr oft gezeigt, da�si
h das Minimum des Generalisierungsfehlers (�uber der Anzahl der Iterationen) stark vomFehler der Endhypothese unters
heiden kann. Diesen Fall �ndet man insbesondere dann,wenn viel Raus
hen in den Trainingsdaten ist. Das bedeutet, da� AdaBoost Hypothesenhoher Kapazit�at erzeugt, die zu Over�tting f�uhren k�onnen. Oft wurde AdaBoost auf Pro-bleme der Hands
hifterkennung angewandt [39, 60℄. Da man davon ausgehen kann, da�diese Probleme gr�o�tenteils raus
hfrei sind, konnte man diesen E�ekt au
h ni
ht so ein-fa
h bemerken. Die Komplexit�at konnte mit AdaBoost (fast) beliebig erh�oht werden (wasman dur
h AdaBoost gut errei
hen kann) und es kam trotzdem ni
ht zu Over�tting [60℄.Fast irref�uhrend ist die Interpretation von Satz 2.9, die sagt, da� der Generalisierungs-fehler ni
ht von der Anzahl der Iterationen abh�angt. Si
her ist nur: Die linke Seite von(2:23) h�angt ni
ht von T ab. Das Minimum des Generalisierungsfehlers mu� aber ni
ht
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Abbildung 4.2: Typis
hes Beispiel f�ur die Entwi
klung des Generalisierungs-fehlers (gegl�attet) mit der Anzahl der Iterationen f�ur Datensatz #1 mit relativviel Raus
hen (�2 = 0:16): Der Testfehler (oben) hat bereits na
h einigen Ite-rationen sein Minimum errei
ht. Der Trainingsfehler ist zu diesem Zeitpunktno
h ni
ht Null. In diesem Fall ist das Erzeugen von Hypothesen, die Trainings-fehler Null haben, ni
ht sinnvoll. Oft zeigt si
h sogar, da� die erste Hypothese(das RBF-Netz) besser generalisiert als die kombinierten Hypothesen.unbedingt bei T !1 liegen. Damit w�are es verwunderli
h, wenn diese S
hranke f�ur denGeneralisierungsfehler di
ht w�are, denn diese S
hranke gilt au
h f�ur T !1.4.2 Marginmaximierung vs. Over�ttingIn Unterabs
hnitt 3.1.3 wurde erarbeitet, da� Bagging im Lernproze� von AdaBoost eineRolle spielt. Es ers
heint plausibel, da� man dur
h Bagging die Komplexit�at des Ensemblesni
ht deutli
h erh�ohen kann. AdaBoost kann dur
haus die Komplexit�at des Ensembles(beliebig) erh�ohen (Trainingsfehler wird in jedem Fall zu Null!). Es spielt also eine wi
htigeRolle, wie die Gewi
hte f�ur die Beispiele und Hypothesen gew�ahlt werden. W�ahlt man sie



KAPITEL 4. WARUM ADABOOST VERBESSERT WERDEN SOLLTE 36uniform (Bagging), bleibt die Komplexit�at klein. L�a�t man unters
hiedli
he Gewi
hte zuwie bei AdaBoost, so kann die Komplexit�at erh�oht werden. W�ahlt man die Gewi
hte sehrunters
hiedli
h wie bei LP-AdaBoost (Grove et al. [27℄), so kann die Komplexit�at deutli
hgesteigert werden. Damit h�angt die e�ektive Komplexit�at vom Wi
htungss
hema ab und jeh�oher die e�ektive Komplexit�at ist, desto gr�o�er kann au
h der Margin gema
ht werden.Benutzt man nun die obere S
hranke f�ur den Generalisierungsfehler (2:23) und abstrahiertsie zu der Aussage (vgl. au
h [64℄)Egen � Pz�Z[stab(z) � �℄ +O(e�ektive Komplexit�at des Ensembles) ; (4.1)dann folgt, da�1. der Generalisierungsfehler ein Minimum haben kann und da�2. das Minimum ni
ht notwendigerweise dur
h Maximierung der kleinsten Stabilit�aterrei
ht wird.In Breiman [8℄ und Grove et al. [27℄ versu
hte man, die Generalisierungsf�ahigkeit dur
hdie Gr�o�e der kleinsten Stabilit�at auf den Trainingsbeispielen zu erkl�aren. Insbesonderewurde entgegen den Erwartungen festgestellt: Verwendetman ,,intelligentere" Algorithmen (z.B. Lineare Program-mierung), um den Margin im Na
hhinein zu vergr�o�ern,so kommt es in vielen F�allen zu einer Vers
hle
hterungder Generalisierungsf�ahigkeit [27℄. Da dur
h dieses Vorge-hen die (e�ektive) Komplexit�at des Ensembles erh�oht wird,kann es wegen (4:1) zu einer Vers
hle
hterung der Genera-lisierungsf�ahigkeit kommen.Da� beim SV-Algorithmus (mit Sla
k-Variablen) ni
ht diekleinsten Stabilit�aten maximiert werden, st�utzt diese Be-tra
htungen. Es besteht ein enger Zusammenhang zwi-s
hen AdaBoost und einer SVM ohne Sla
k-Variablen,der ni
ht zuletzt an der starken �Ahnli
hkeit der Margin-Verteilungsgraphen zu erkennen ist (vgl. Abbildung 4.3).Die glei
he Argumentation, die der Einf�uhrung von Sla
k-Variablen galt (siehe Vapnik [64℄), kann benutzt werden,um zu erkl�aren, da� AdaBoost ni
ht optimal ist und un-
−1 −0.5 0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

stability

cu
m

ul
at

iv
e 

pr
op

ab
ili

ty

Abbildung 4.3: Typis
heMargin-Verteilungen (normalisiert)f�ur eine SVM ohne RegularisierungC ! 0 (blau) und f�ur zwei vers
hie-dene St�arken der RegularisierungC = 0:01 (magenta) und C = 0:4(rot) f�ur Datensatz #1 (� = 0)einges
hr�ankte Maximierung der kleinsten Stabilit�at zu Over�tting f�uhrt. In Abbildung4.3 sind dazu die Margin-Verteilungen dreier Support-Vektor-Mas
hinen mit unters
hied-li
h starker Regularisierung dargestellt. Ohne Regularisierung (d.h. C ! 0; ohne Sla
k-Variablen [64℄) ist die Stabilit�at sehr vieler Beispiele klein. Erh�oht man C, so l�ast manmehr und mehr zu, da� die Stabilit�aten einiger Beispiele ni
ht mehr gr�o�er als die derSupport-Vektoren sind. Dadur
h erh�alt man eine allgmeine Erh�ohung der restli
hen Sta-bilit�aten. Der Generalisierungsfehler ist f�ur die rote Verteilung am kleinsten.Beispiel 4.1 Abbildung 4.4 zeigt beispielhaft, da� die Maximierung der kleinsten Stabilit�atbei vorhandenem Raus
hen oder Klassi�kationsraus
hen ni
ht der beste Weg ist. Denn sokann jedes Beispiel eine beliebig gro�e Bedeutung (,,Kraft") f�ur die Ents
heidungsliniehaben.
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Abbildung 4.4: Ents
heidungslinien (Auss
hnitt) f�ur AdaBoost (links) undeine SVM mit gut gew�ahlter Regularisierung (re
hts). Da die Trainingsfehlerin jedem Fall zu Null werden, kann jedes Beispiel die Ents
heidungslinie beliebigstark beein
ussen. Es kommt zu ni
htglatten Ents
heidungslinien. Unter derAnnahme, da� die wahren Linien glatt sind, f�uhrt das zu Over�tting. DasRaus
hen wird auswendig gelernt.In Tabelle 4.2 �ndet man eine Zusammenstellung der Ergebnisse von Grove et al. [27℄ f�urLP-AdaBoost. Die Experimente demonstrieren, da� Maximierung der kleinsten Stabilit�atallein ni
ht der S
hl�ussel zu guter Generalisierungsf�ahigkeit ist.Betra
htet man (4:1) und (2:23) genauer, erkennt man einen m�ogli
hen Grund f�ur denMi�erfolg des Ansatzes von Grove et al.: Optimiert man nur die kleinste Stabilit�at, sowird es viele Beispiele geben, die deswegen eine kleinere Stabilit�at bekommen. Nun �ndetman in den oben angegebenen S
hranken f�ur den Generalisierungfehler aber ni
ht nur dieBeispiele mit der kleinsten Stabilit�at, sondern au
h die restli
hen, da Pz�Z[stab(z) � �℄etwas �uber die Stabilit�atsverteilung aussagt. Es m�ussen Wege gefunden werden, wie manau
h auf Beispielen gr�o�erer Stabilit�at, diese maximieren kann. Eine interessante Frageist, wie optimale Margin-Verteilungen aussehen m�ussen, damit man zu kleinen Generali-sierungsfehlern kommt. Es ist s
heint klar, da� man versu
hen sollte die Stabilit�aten allerBeispiele zu erh�ohen. Aber was hat man zu ma
hen, wenn die Stabilit�at eines Beispielsni
ht unabh�angig von den anderen Stabilit�aten ist? Oft verringert man die Stabilit�ateneinige Beispiele, wenn man die anderer erh�oht. Es ist also eine Frage des Ma�es f�ur Sta-bilit�atsverteilungen: Wieviel ist es Wert die Stabilit�at eines Musters, da� beispielsweiseeine kleine Stabilit�at hat zu vergr�o�ern, wenn daf�ur viele andere Beispiele an Stabilit�atverlieren { oder umgekehrt. AdaBoost strebt ein Extrem asymptotis
h an: nur die kleinsteStabilit�at ist wi
htig.Es bleibt fragli
h, ob die Betra
htung der Margin-Verteilung allein ausrei
ht, um guteErgebnisse zu erhalten.
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AdaBoost LP-AdaBoostDatensatz Egen � Egen �Adiology 52.3 -1.00 52.3 -1.00Banding 27.0 -0.08 22.4 0.02Chess 5.2 -0.10 6.5 0.00Coli
 18.0 -0.18 23.1 -0.01Glass 47.8 -1.00 47.8 -1.00Hepatitis 18.2 -0.03 21.4 -0.04Labor 6.5 0.26 7.0 0.30Promoter 8.8 0.17 9.5 0.21Sonar 16.8 0.05 17.8 0.11Soybean 69.5 -1.00 69.5 -1.00Spli
e 10.6 -0.70 17.1 -0.41Vote 3.4 -0.06 4.0 -0.00Wine 4.0 0.01 3.1 0.07Tabelle 4.2: Verglei
h der Generalisierungsf�ahigkeiten (in %) von Klassi�kato-ren, die mit AdaBoost und mit LP-AdaBoost trainiert wurden [27℄ (�uber 100Datens�atze gemittelt). LP-AdaBoost maximiert na
h Abs
hlu� des AdaBoost-Prozesses die kleinste Stabilit�at auf den Trainingsbeispielen dur
h lineare Pro-grammierung. Bei allen Datens�atzen (UCI-Repository) wird dur
h die LP derMargin vergr�o�ert. Entgegen der Erwartung vers
hle
htert si
h dadur
h dieGeneralisierungsf�ahigkeit in fast allen F�allen.



Kapitel 5Ans�atze zu Verbesserungen desAdaBoost-AlgorithmusAdaBoost kann m�ogli
herweise dur
h eine geeignete Wahl von � verbessert werden. Au-�erdem kann man Ver�anderungen an der Fehlerfunktion vornehmen, um den Ein
u� ein-zelner Beispiele zu begrenzen, um mehr Robustheit gegen Raus
hen zu errei
hen. In denAbs
hnitten 5.3 und 5.4 wird gezeigt, wie man die Kombination der Hypothesen zur End-hypothese verbessern kann. Die vers
hiedenen Modi�kationen von AdaBoost werden imn�a
hsten Kapitel experimentell auf ihre Brau
hbarkeit in realen Anwendungen getestet.5.1 Optimierung von �Da AdaBoost das Problem der Linearen Programmierung zu asymptotis
h zu approxi-mieren versu
ht1 (vgl. Anmerkung 3.9 und [6, 27℄) und die Qualit�at der L�osung dabeim�ogli
herweise von der Ges
hwindigkeit des Annealing-Prozesses abh�angt, kann folgen,da� AdaBoost mit kleinerem � bessere Approximationen zur L�osung eines LP-Solvers lie-fert [47℄. Das bedeutet, da� der Margin (=minimale Stabilit�at) gr�o�er wird (vgl. au
hKorollar 3.11).Man betra
hte Glei
hung (3:11) zur Bestimmung von bt. F�ur � = 12 ist der Term log �1�� =0. Wird � sehr Nahe an 1 gew�ahlt, so hat man log �1�� !1. Der linke Term der re
htenSeite in (3:11) hat dann keinen Ein
u� mehr und alle Hypothesen werden glei
hgewi
h-tet. Dem entgegen steht der E�ekt, da� mit � au
h die Ges
hwindigkeit der Abk�uhlungvergr�o�ert wird, also im Annealing-Prozess s
hneller die Asymptotik errei
ht wird. Wennman eine feste Anzahl von Iterationen voraussetzt, werden die Beispiele in jeder Iterationextremer gewi
htet, da jbj gr�o�er wird. Der umgekehrte E�ekt tritt ein, wenn � sehr klein,d.h. nahe max �t gew�ahlt wird.So ist es mit � m�ogli
h, die ,,Quelle der Komplexit�at" zu bestimmen: W�ahlt man �gro�, sind die Gewi
hte der Hypothesen fast glei
h (keine Komplexit�atserh�ohung) und dieGewi
hte der Beispiele sind sehr unters
hiedli
h (Komplexit�atserh�ohung). Wird � kleingew�ahlt, so ist die Approximation zur L�osung dur
h linearen Optimierung besser, d.h.die Gewi
hte der Hypothesen sind sehr unters
hiedli
h (Komplexit�atserh�ohung). Da die1Das ist no
h ni
ht bewiesen es wird vermutet, da� AdaBoost asymptotis
h gegen die L�osung einesLinearen Programmes konvergiert [27℄. 39



5.2. VER�ANDERUNG DER KOSTENFUNKTION 40Zi�er GesamtAr
hitektur 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9SVM 16 8 25 19 29 23 14 12 25 16 4.2%AdaBoost � = 0:7 17 12 30 20 30 25 14 11 31 16 4.9 %AdaBoost � = 0:5 14 12 29 21 30 21 11 10 30 16 4.5%AdaBoost � = 0:1 16 11 22 23 31 26 12 9 29 11 4.5%AdaBoost � = 0:02 17 11 27 22 37 23 13 10 27 12 4.5%Tabelle 5.1: Verglei
h der Anzahlen der Beispiele aus dem Testdatensatz, dievon AdaBoost mit vers
hiedenen � (20 Iterationen mit RBF-Netz mit 20 Zen-tren) und von einer SVM mit (entspre
hender Regularisierung) fals
h klassi�-ziert wurden. [59℄Abk�uhlung deutli
h langsamer erfolgt, unters
heiden si
h die Gewi
hte der Beispiele ni
htdeutli
h (keine Komplexit�atserh�ohung).Zusammenfassend kann man sagen, da� � einen komplexen Ein
u� auf den Lernproze�hat. F�ur jedes Extrem (� gro� bzw. klein) kann es w�uns
henswerte Folgen geben. Jedo
hlassen si
h die positiven Eigens
haften ni
ht vereinigen. Es s
heint, da� � = 12 eine guteWahl ist, die in vielen F�allen gute Ergebnisse liefert. In Experimenten hat si
h au
h ge-zeigt, da� der Ein
u� von � s
hwer bere
henbar ist. In man
hen F�allen erh�alt man bessereund in ma
hen F�allen s
hle
htere Ergebnisse f�ur gro�e bzw. kleine �. In Experimenten mitunters
hiedli
hen � hat si
h f�ur den USPS-Datensatz (vgl. Anhang A.3.2) gezeigt, da�kleine � ma
hmal bessere Minima erzeugen als gro�e. Tabelle 2 zeigt die Ergebnisse vonAdaBoost f�ur den USPS-Datensatz. Interessanterweise sind die Generalisierungsfehler f�uralle F�alle mit � � 12 glei
h gro�; nur f�ur � = 0:7 erh�alt man s
hle
htere Ergebnisse, wasau
h mit den vorherigen Betra
htungen plausibel ist. F�ur einige Zi�ern ist sind die Ergeb-nisse f�ur � = 0:7 am besten. M�ogli
herweise sind diese Zi�ern sehr gut von den anderenZi�ern trennbar. F�ur ein gro�es � werden die Werte von jbj gr�o�er und der Wettbewerbzwis
hen den Beispielen s
hneller st�arker und man errei
ht im lei
ht trennbaren Fall mitnur 20 Iterationen bessere Ergebnisse.Man k�onnte nun argumentieren, da� aus jeder Zi�er ein anderes Lernproblem resultiert,da� m�ogli
herweise jeweils ein anderes � erfordert. Es sieht zun�a
hst so aus, da� dasstimmt, da die Testfehler auf den einzelnen Zi�ern f�ur vers
hiedene � si
h z.T. deut-li
h unters
heiden. Benutzt man jeweils den besten Klassi�kator (d.h. das beste �) aufder jeweiligen Klasse (auf dem Testset gew�ahlt!), so stellt man leider nur eine sehr kleineVer�anderung fest und er�alt eine Fehlerrate von 4.4%. Die Ver�anderung ist kleiner als erwar-tet. Insbesondere weil die daraus resultierenden Einzelfehlerraten in se
hs F�allen kleiner alsdie der SVM ist, war zu erwarten, da� der Testfehler entspre
hend sinkt. M�ogli
herweiseist eine einzelne Realisierung ni
ht des Trainings ni
ht aussagekr�aftig genug2.2Es wurden aber keine weiteren Experimente unternommen, da der Re
henaufwand sehr ho
h ist.F�ur einen vollst�andigen Klassi�kator (10 Klassen) ben�otigt man etwa 200-300 Stunden Re
henzeit aufeiner SPARC ULTRA 2, 200Mhz (bei RBF-Netzen mit 20 Zentren, 50 RBF-Iterationen und 20 AdaBoost-Iterationen).



5.2. VER�ANDERUNG DER KOSTENFUNKTION 415.2 Regularisierung dur
h ver�anderte KostenfunktionMit Satz 3.10 ist klar, da� alle Beispiele na
h endli
h vielen Iterationen positive Stabi-lit�aten haben werden (f�ur entspre
hende � und �t). Das wird dur
h wiederholte Benutzunghoher Gewi
hte f�ur die s
hwierigen Beispiele (z.B. S-Beispiele) errei
ht.Theoretis
h mu� es zu Over�tting kommen, da jedes Beispiel mit beliebig gro�er Kraft aufdie Ents
heidungsgrenze einwirken darf (siehe au
h Betra
htungen in Abs
hnitt 4.2). DieEnts
heidungslinie kann dadur
h weniger glatt als w�uns
henswert werden, insbesondere,wenn ni
ht jedem Beispiel absolut vertraut werden darf (Ausrei�er, Raus
hen).Dieses Problem von AdaBoost kann man beheben, wenn man das lineare Optimierungs-problem, das AdaBoost zugrunde liegt ver�andert (Einf�uhrung eines Soft-Margin). Dazubetra
hte man (3:3) und setze Korollar 3.11 voraus: In der Asymptotik gilt f�ur alle Bei-spiele (Proposition 3.9) �stab(z(i))2 + 12 � � < �und au
h stab(z(i)) � � � �+ 1� 2� ; (5.1)wobei die Unglei
hung f�ur die S-Beispiele zur Glei
hung wird. Man betra
hte die Unglei-
hung (5:1) genauer: Wenn man erlaubt, da� diese Unglei
hung ni
ht notwendigerweisef�ur alle Beispiele erf�ullt sein mu�, d.h. wenn man sie ver�andert zustabt(z(i)) � �� �ti ; (5.2)kann man das Over�tting verhindern (Analogie zu SV-Sla
k-Variablen). Die Sla
k-Variablenhaben die intuitive Bedeutung, da� sie das Klassifkationsraus
hen der Daten des Trainings-sets approximieren. Hat man Raus
hen auf den Eingabedaten, so approximieren sie dase�ektive3 Raus
hen der Daten.Unter der Annahme, da� insbesondere die Beispiele von der Basishypothese s
hwer klas-si�ziert werden k�onnen, die stark verraus
ht sind, sollten die �i dann gro� sein, wenn einBeispiel bereits besonders hohes Gewi
ht in den vorherigen Iterationen hatte. Das ist so,wenn man (a) �ti =Cvti oder (b) �ti =C(vti)2 (5.3)w�ahlt, wobei vti = tXr=1 
tpri (5.4)NB: Wird C = 0 gew�ahlt, so erh�alt man den originalen AdaBoost-�ahnli
hen Algorithmus.Je gr�o�er C, desto mehr wird eine Gewi
htung zugunsten eines Beispiels bestraft. WirdC sehr gro� gew�ahlt, erh�alt man eine spezielle Form des Baggings; alle Trainingsbeispielehaben die glei
hen Gewi
hte.F�ur die Fehlerfunktion eG ergibt si
h damit die FormeGreg(bt;ht) = lXi=1 exp�jbtj(errt(z(i); 
t)� �� �ti)� : (5.5)3E�ektiv deshalb, weil die Verraus
hung nur dann wi
htig ist, wenn das Beispiel in der N�ahe derEnts
heidungslinie liegt.



5.2. VER�ANDERUNG DER KOSTENFUNKTION 42Algorithm AdaBoostreg1(�;C)Input:Sequenz gelabelter Trainingsbeispiele Z = h(x(1); y(1)); � � � ; (x(l); y(l))iBasislernalgorithmus LAnzahl der zu kombinierenden Hypothesen TInitialize:Gewi
hte f�ur Trainingsbeispiele: w1i = 1=l; W 0i = 0Do for t = 1 : T ,1a. Setze pt = wtPli=1 wti1b. Erzeuge Trainingsbeispiele Zt aus Z entspre
hend der Verteilung pt2a. Starte L mit Zt und erhalte ht : x 7! f�1; 1g3a. Bestimme Minimum bt vonGreg1(bt) = lXi=1 exp�errt�1(z(i);bt�1)� jbt�1j�� CW t�1i + bt(lt(z(i))� �� Cpti)�3b. Bere
hne die neuen Gewi
hte f�ur die Trainingsbeispielewt+1i = pti�I(ht(x(i))=y(i))+Cptit ;W ti = W t�1i + btptiwobei �t = exp(�bt) ist.Output:Endhypothese f(x) = 1jbj TXt=1 btht(x)Abbildung 5.1: Der AdaBoost-�ahnli
he Algorithmus mit (linearer) Regulari-sierung. Problematis
h kann die Minimierung von Greg1 in Zeile 3a. sein, daf�ur gro�e Werte von jbj die entstehenden Zwis
henergebnisse sehr kleine Zahlensind und es zu numeris
hen Ungenauigkeiten kommt.



5.2. VER�ANDERUNG DER KOSTENFUNKTION 43Dur
h Ableitung von eGreg na
h lt(z(i)) erh�alt man hieraus au
h die Gewi
hte pti f�ur dieBeispiele (vgl. Lemma 3.4 und (3:9))pti = � eG(bt�1;ht�1)�lt(z(i))Plj=1 � eG(bt�1;ht�1)�lt(z(j))= exp�jbj �errt�1(z(i); 
t�1)� �� �t�1i �	Plj=1 expnjbt�1j�errt�1(z(j); 
t�1)� �� �t�1j �o : (5.6)Damit kann man eine Update-Regel f�ur die Beispielsgewi
htungen entwi
keln:wti = expnjbt�1j�errt�1(z(i); 
t�1)� �� �t�1i �o= exp( t�1Xr=1 brlr(z(i))� � t�1Xr=1 br � �t�1i t�1Xr=1 br)= exp( t�2Xr=1 brlr(z(i))� � t�2Xr=1 br) expnbt�1lt�1(z(i))� �bt�1o �� exp(��t�1i t�1Xr=1 br)= wt�1i expnbt�1I(y(i) 6= ht�1(x(i))) + �t�2i jbt�2j � �t�1i jbt�1jo : (5.7)Setzt man bt�1 = log 1�t�1 , erh�alt man aus (5:7)wti � pt�1i �I(y(i)=ht�1(x(i)))t�1 exp��t�2i jbt�2j � �t�1i jbt�1j	 : (5.8)F�ur C = 0 ist �i � 0 und man erh�alt die bei AdaBoost benutzte Formel zur Bestimmungvon wt (vgl. Zeile 3
. in Abbildung 2.3). F�ur den Fall (5:3:a) vereinfa
ht si
h (5:8) zuwti � pt�1i �I(y(i)=ht�1(x(i)))+Cpt�1it�1 : (5.9)Die Bestimmung des Gewi
htes der Hypothese bt ist s
hwieriger. Eine analytis
he L�osungwie im Beweis von Proposition 2.5 (siehe Anhang A.2.1) ist leider ni
ht allgemein m�ogli
h.Man hat bt dur
h eine Line-Sear
h-Prozedur �uberGreg(bt) = lXi=1 exp�errt�1(z(i);bt�1)� jbt�1j�+ bt(lt(z(i))� �)� jbtj�ti� (5.10)zu optimieren. F�ur C = 0 erh�alt man die aus Glei
hung (2:12) bekannte Form. Da�2�b2t Greg > 0 gilt und damit die Funktion konvex ist, existiert eine eindeutige L�osungf�ur bt.In Abbildung 5.1 �ndet man die Bes
hreibung des daraus entstehenden Algorithmus f�urden einfa
heren Fall der Regularisierung (linear: (5:3:a)). Die Ver�anderungen f�ur den zwei-ten Fall ergeben si
h analog zu den obigen Betra
htungen. In Tabelle 5.2 �ndet man die



5.3. LINEARE PROGRAMMIERUNG 44Datensatz #1#Zentren 7 13 20 30C=1 7.4 7.2 8.4 8.9C=10 7.0 7.7 7.2 9.1C=100 6.5 7.3 7.3 7.6C=1e3 5.9 5.9 5.9 6.9C=5e3 5.4 5.6 6.1 6.0Tabelle 5.2: Klassi�kationsfehler auf dem Testdatensatz (in %) vonAdaBoostreg2 (quadratis
h: (5.3.a)) f�ur Datensatz #1 mit relativ viel Rau-s
hen (� = 0:16). Es wurden 104 Hypothesen kombiniert. (Standardabwei
hungetwa 0:4%� 0:8%)
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Abbildung 5.2: Margin-Verteilungsgraph von AdaBoostreg2 f�ur Datensatz #1mit relativ viel Raus
hen (� = 0:16).Ergebnisse einiger Experimente zu dieser Modi�kation des Algorithmus. Es zeigt si
h, da�dur
h die Einf�uhrung von Sla
k-Variablen deutli
h bessere Ergebnisse errei
hbar sind, so-fern der Parameter C g�unstig eingestellt ist (vgl. au
h mit Ergebnissen in Tabelle 4.1). Derresultieren Margin-Verteilungsgraph f�ur den besten Eintrag in Tabelle 5.2 ist in Abbildung5.2 dargestellt (vgl. au
h Abbildungen 2.4 und 4.3). Man �ndet eine gute �Ubereinstimmungzwis
hen der Form dieser Margin-Verteilung mit der der regularisierten Support-Vektor-Mas
hnine.Dieser Algorithmus wurde au
h auf dem USPS-Datensatz (vgl. Anhang A.3.2) getestet.Die Abbildung 5.3 zeigt die Testfehler f�ur vers
hiedene Regularisierungskonstanten C �uberder Anzahl der Iterationen. F�ur zu kleine C erh�alt man keine besonders guten Ergebnisseund f�ur zu gro�e au
h ni
ht. W�ahlt man ein geeignetes C, so kommt man mit den Feh-lerraten sehr nahe an die zur Zeit besten Klassi�kationsalgorithmen heran (vgl. TabelleA.3.2 im Anhang). Man sieht au
h, da� man hier dur
h Early-Stopping bei zu s
hwa
herRegularisierung ni
ht (deutli
h) besser werden kann.
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Abbildung 5.3: Ergebnisse von AdaBoostreg2 auf dem USPS-Datensatz f�urvers
hiedene Regularisierungskonstanten: C = 500 (blau), 2000 (rot) und 8000(gr�un). Bei C = 2000 �ndet man bei Iteration 23-34 einen Fehler von 0:4:1%und na
h 40 Iterationen von 4:3% (vgl. Anhang A.3.2).5.3 Lineare Programmierung zur Maximierung der Stabi-lit�atenProposition 3.9 zeigt, da� AdaBoost das Problem der Linearen Programmierung approxi-mativ l�ost. Um diese L�osung im Na
hhinein zu verbessern, wurde in Grove et al. [27℄ einlinearer Optimierer benutzt, um die Gewi
hte der Hypothesen zu bestimmen. Ziel dieserOptimierung ist es, die kleinsten Stabilit�at der Beispiele zu maximieren (was ni
ht notwen-digerweise die besten Ergebnisse liefern mu� [27℄). Dazu de�niert man das Optimierungs-problem folgender Art: Sei L die Fehlermatrix, die na
h Ablauf des AdaBoost-Algorithmusaus den Fehlern der Einzelhypothesen wie folgt bestimmt wird:Li;t = � 1 wenn ht(x(i)) = y(i)�1 wenn ht(x(i)) 6= y(i) : (5.11)Es wird nun der Gewi
htsvektor 
 f�ur die Hypothesen gesu
ht, der � (kleinste Stabilit�at)maximiert. Der Vektor der Stabilit�aten der Beispiele ergibt si
h aus L
. Dabei hat man dieNebenbedingungen PTr=1 
r = 1, 
t > 0 und PTr=1 Li;r
r � � zu erf�ullen. Hieraus ergibtsi
h der in Abbildung 5.4 dargestellte Algorithmus LP-AdaBoost [27℄.Tabelle 4.2 zeigt die Ergebnisse eines experimentellen Verglei
hs [27℄ von AdaBoost mitLP-AdaBoost. Die kleinste Stabilit�at � ist in jedem Fall gr�o�er als bei AdaBoost (so-wohl experimentell als au
h theoretis
h). Trotzdem sind die Generalisierungsfehler vonLP-AdaBoost in fast allen F�allen s
hle
hter als von AdaBoost. Das hat (mindestens) zweiUrsa
hen: einerseits die in Abs
hnitt 4.2 genannten Gr�unde bzgl. Over�tting und anderer-seits, da� bei LP-AdaBoost die Stabilit�aten der lei
hteren Beispiele ni
ht erh�oht werden.



5.3. LINEARE PROGRAMMIERUNG 46Algorithm LP-AdaBoostInput:Sequenz gelabelter Trainingsbeispiele Z = h(x(1); y(1)); � � � ; (x(l); y(l))iT Hypothesen fhtgTt=1, die dur
h AdaBoost erzeugt wurdenDo: Erzeuge Fehlermatrix gem�a� (5:11)L�ose Problem der linearen Optimierung:Minimiere � unter den NebenbedingungenTXt=1 Li;t
t � � i = 1; : : : ; l
t � 0 t = 1; : : : TTXt=1 
t = 1Abbildung 5.4: Der LP-AdaBoost Algorithmus [27℄Au�erdem erzeugt ein LP-Solver i.A. sparse L�osungen4, d.h. es wird nur eine Teilmengeder im urspr�ungli
hen Ensemble vorhandenen Hypothesen benutzt. Mit den Ergebnissenin 3.1.2 und 3.1.3 kann man erkl�aren, da� sparse HypothesenkoeÆzienten zu h�oheren Ge-neralisierungsfehlern f�uhren k�onnen.5.3.1 Bes
hr�ankung der Gewi
hteWi
htigkeit der HypothesenDur
h eine Erweiterung des lineraren Programmes kann man die Wi
htigkeit der Hypo-thesen na
h oben und na
h unten bes
hr�anken. Da jede Einzelhypothese aufgrund derh�oheren Varianz (vgl. Abs
hnitt 3.1.3) m�ogli
herweise unzuverl�assig ist, kann das zu einerVerbesserung f�uhren. Man errei
ht au�erdem, da� gen�ugend Hypothesen kombiniert wer-den, so da� die Ents
heidungslinien glatt bzw. rund genug werden (vgl. Abs
hnitt 3.1.2).Te
hnis
h ist die Begrenzung der Wi
htigkeiten der Hypothesen unproblematis
h. Manf�uhrt C#h als die untere Grenze und C"h als die obere Grenze f�ur die Wi
htigkeit der Hy-pothesen ein. Das Unglei
hungssystem in Abbildung 5.4 wird dann um folgende Unglei-
hungen erweitert: C#h � 
t � C"h t = 1; : : : ; T : (5.12)L�a�t man C#h von unten oder C"h von oben gegen 1=T konvergieren, so entspri
ht das demder Fall der Glei
hgewi
htung. Die Komplexit�at wird dadur
h vermindert (Analogie zu4Unter einer sparsen L�osung wird hier verstanden, da� der Gewi
htsvektor f�ur die Hypothesen relativwenig von Null vers
hiedene Werte enth�alt.



5.3. LINEARE PROGRAMMIERUNG 47CÆ 1 10�1 10�2 10�3 10�5 LP-AdaBoost AdaBoostEgen 8.4 8.4 7.1 6.9 6.6 8.4 6.2Tabelle 5.3: Verglei
h der Generalisierungfehler von LP-AdaBoost, LP-AdaBoost mit Gewi
htsbes
hr�ankung f�ur die Beispiele und AdaBoost f�ur einEnsemble von 200 Hypothesen auf Datensatz #1 mit relativ viel Raus
hen(� = 0:16). Cp wurde 1=300+CÆ gew�ahlt (300 Trainingsbeispiele). Die bestenGeneralisierungsfehler werden bemerkenswerterweise f�ur die Glei
hgewi
htungder Beispiele errei
ht. Das Ergebnis von LP-AdaBoost wird deutli
h verbessert,aber der originale AdaBoost-Algorithmus errei
ht kleinere Fehlerraten.�! 1).Leider erbra
hte diese Modi�kation keine wesentli
he Ver�anderung des Ergebnisses5. F�urHypothesenklassen, die eine gr�o�ere Varianz (als RBF-Netze) haben (wie z.B. De
isionTrees) m�u�te dieser Ansatz mehr Erfolge bringen.Wi
htigkeit der BeispieleIn Abs
hnitt 4.2 wurde herausgestellt, da� AdaBoost unter anderem deswegen asympto-tis
h s
hle
ht generalisiert, weil der Ein
u� eines Beispiels sehr gro� werden kann (vgl.au
h Ansatz in 5.2). �Ahnli
h wie in Unterabs
hnitt 5.3.1 kann man { die Gewi
htungender Beispiele im AdaBoost-Prozess ber�u
ksi
htigend { das Gewi
ht eines Beispiels begren-zen.Sei pti das Gewi
ht des i-ten Beispiels in der t-ten Iteration von AdaBoost und Cp > 1=ldie obere S
hranke f�ur das Gewi
ht vi = TXt=1 
tpti (5.13)eines Beispiels. Dann kann man folgende Unglei
hungen zum System in 5.4 hinzuf�ugen:TXt=1 
tpti �Cp i = 1; : : : ; l :Diese Erweiterung konnte die L�osung von LP-AdaBoost deutli
h verbessern (abh�angigvom Parameter Cp). In den dur
hgef�uhrten Experimenten wurde jedo
h keine Verbesse-rung gegen�uber dem Ergebnis von AdaBoost festgestellt. In Tabelle 5.3 �ndet man einigeexperimentelle Ergebnisse. Es wird damit gezeigt, da� die Idee prinzipiell ri
htig ist, aberno
h ni
ht alle Probleme l�ost.5.3.2 Einf�uhrung von Sla
k-VariablenWie bereits in Abs
hnitt 4.2 angedeutet, ist Maximierung der minimalen Stabilit�at pro-blematis
h, da die Stabilit�aten der lei
hteren Beispiele ni
ht Gegenstand des Optimie-rungsprozesses sind. Betra
htet man no
h einmal Glei
hung (2:23) oder (4:1), so folgt,5Sie kann eine relative Verbesserung von weniger als 3% errei
hen und war damit immer no
h deutli
hs
hle
hter als das originale AdaBoost



5.4. QUADRATISCHE PROGRAMMIERUNG 48Cs 1 10�1 50�1 10�2 200�1 500�1 10�3Egen 8.4 8.4 7.7 5.6 6.3 7.2 8.7Tabelle 5.4: Klassi�kationsfehler (in %) auf dem Testdatensatz von LPreg-AdaBoost (mit Sla
k-Variablen) f�ur eine Realisierung von Datensatz #1 (� =0:16) f�ur vers
hiedene Cs. Es wurden 200 Hypothesen kombiniert. Die f�ur Cs =10�2 errei
hten Ergebnisse sind die besten bis hierhin errei
hten.da� au
h die �ubrigen Beispiele eine m�ogli
hst gro�e Stabilit�at haben m�ussen; insbesonderediejenigen Beispiele, die Stabilit�aten nur wenig gr�o�er als � haben. Beim Support-Vektor-Algorithmus bedient man si
h dazu der Sla
k-Variablen (vgl. Abs
hnitt 5.2).Dazu ver�andert man das Optimierungsproblem in 5.4 wie folgt:Minimiere J = ��+ Cs TXt=1 �tmit den NebenbedingungenTXt=1 Li;t
t � �� �t i = 1; : : : ; l (5.14)
t � 0 t = 1; : : : ; TTXt=1 
t = 1 ;wobei Cs eine fest gew�ahlte Konstante ist.Damit werden kleine Verletzungen der Unglei
hungen zugelassen, wenn dadur
h die Stabi-lit�at der restli
hen Beispiele h�oher wird. Wie tolerant die Optimierung gegen�uber sol
henVerletzungen ist, wird dur
h die Regularisierungskonstante Cs bestimmt.Tabelle 5.4 zeigt die Ergebnisse dieser Modi�kation f�ur Datensatz #1. Der Generalisie-rungsfehler zeigt ein Minimum f�ur 10�2. Das entspri
ht den Erwartungen, da wir f�urC ! 1 den Fall LP-AdaBoost errei
hen und bei C = 0 die Unglei
hungen (5:14) keineRolle mehr spielen.5.4 Quadratis
he Programmierung zur Maximierung der Sta-bilit�atenBeim Support-Vektor-Algorithmus wird eine andere Art der Optimierung benutzt. Dortminimiert man die L�ange des Gewi
htsvektors (L2-Norm) im Feature-Raum, was der Kom-plexit�at der Hypothese entspri
ht [64℄. Au�erdem werden Sla
k-Variablen f�ur den ni
ht-separablen Fall [3, 14, 64℄ benutzt und man l�ost das folgende Problem der Quadratis
henOptimierung:



5.4. QUADRATISCHE PROGRAMMIERUNG 49Minimiere J = jjwjj2 + C lXi=1 �i (5.15)mit den Nebenbedingungeny(i)hw(x(i)) � 1� �i i = 1; : : : ; l : (5.16)Man kann diese Art der Optimierung sinngem�a� au
h auf die Bestimmung der Gewi
hteder Hypothesen f�ur AdaBoost anwenden. In den Abs
hnitten 4.2 und 5.1 wurde festgestellt,da� si
h die Komplexit�at der Endhypothese erh�oht, wenn man unters
hiedli
he Gewi
h-tungen der Basishypothesen zul�a�t. Ein Ma� (wenn au
h si
her ni
ht das einzige) f�ur dieKomplexit�at der Endhypothese ist also die L2-Norm des Hypothesengewi
htsvektors6. Mitdem glei
hen Ansatz wie beim Support-Vektor-Algorithmus erh�alt man das folgende Op-timierungsproblem:Minimiere J = jjbjj2 + C lXi=1 �i (5.17)mit den Nebenbedingungeny(i)hb(x(i)) � 1� �i i = 1; : : : ; l : (5.18)bt � 0Glei
hung (5:18) kann man ums
hreiben und erh�altTXt=1 btLi;t � 1� �i i = 1; : : : ; l : (5.19)NB: � ist nun auf 1 festgesetzt, daf�ur f�allt aber die Nebenbedingung jbj = 1 weg und derGewi
htsvektor f�ur die Hypothesen summiert si
h nun ni
ht mehr notwendigerweise zu1. Bei der Bere
hnung der Ausgabe wird aber wieder der normalisierte Vektor 
 = b=jbjbenutzt.M�ogli
herweise problematis
h ist hier die Tatsa
he, da� zwar die Komplexit�at der End-hypothese dur
h das Glei
hgewi
hten der Hypothesen klein gehalten werden kann, aberjede Hypothese dur
h unters
hiedli
he Gewi
htung der Trainingsbeispiele entstanden ist,die bisher ni
ht ein
ie�t. Ein L�osungsansatz ist es, eine Gewi
htung der Hypothesenzu �nden, so da� der Ein
u� vi (vgl. Glei
hung 5.13) aller Beispiele glei
h ist, d.h.vi = 1=l; i = 1; : : : ; l. Diese Gewi
htung k�onnte man dann in den Optimierungsprozessein
ie�en lassen. F�ur eine kleine Anzahl von Hypothesen stellt si
h das in der Praxis alssehr s
hwierig heraus.Bere
hnet man aber die L2-Norm des Vektors der Gewi
hte f�ur die Beispiele der t-tenHypothese, so ist diese klein, wenn die Beispiele ann�ahernd glei
hgewi
htet sind und gro�,wenn einige Beispiele gro�e Gewi
hte haben. Somit kann man jjptjj2 als Ma� daf�ur neh-men, wie unters
hiedli
h die Gewi
htungen der Beispiele f�ur die t-te Hypothese ist.6Ist j
j = 1, so wird das Minimum von jj
jj2 f�ur die Glei
hverteilung errei
ht.



5.4. QUADRATISCHE PROGRAMMIERUNG 50Das Optimierungsproblem kann somit wie folgt ge�andert werden:Minimiere J = b>0B� jjp1jj2 : : : 0... . . . ...0 : : : jjpT jj2 1CAb+ C lXi=1 �i (5.20)mit den Nebenbedinungeny(i)hb(x(i)) � 1� �i i = 1; : : : ; l :bt � 0Hypothesen, die auf nur einige Beispiele �xiert sind, werden so mehr bestraft als Hypo-thesen, die alle Beispiele gelernt haben.QP-AdaBoost vs. Support-Vektor-AlgorithmusAngenommen man w�urde QP-AdaBoost mit einer sehr einfa
hen Hypothesenklasse be-nutzen (z.B. jede Hypothese besteht nur aus einem RBF-Zentrum um ein Trainingsbei-spiel) und au�erdem seien die Hypothesen reellwertig (kleine �Anderung, die au
h s
honin Freund et al. [52℄ vorges
hlagen wurde). Dann wird der AdaBoost-Algorithmus End-hypothesen erzeugen, die aus der Linear-Kombination z.B. der RBF-Zentren der wi
h-tigen Beispiele bestehen. Zentren, die mehrfa
h auftreten, k�onnen zusammengefa�t wer-den. Wahrs
heinli
h werden alle Beispiele eine Hypothese erzeugen, die in der N�ahe derEnts
heidunglinie liegen, und somit Kandidaten f�ur Support-Vektoren sind. Benutzt mandana
h die Quadratis
he Programmierung zur Maximierung des Margins, so wird auf ei-ne sehr �ahnli
he Art und Weise wie beim Support-Ve
tor-Algorithmus eine Gewi
htungder Hypothesen (und damit der Beispiele) gefunden (vgl. Kernel-Di
tionary in Westonet al. [66℄). Damit existiert ein enger Zusammenhang zwis
hen QP-AdaBoost und einerSupport-Ve
tor-Mas
hine. �Ahnli
he Zusammenh�ange �ndet man zwis
hen LP-AdaBoostund einer linearen Support-Vektor-Mas
hine [66, 25℄. Die Regularisierung bei der SVM be-ruht nat�urli
h auf anderen Prinzipien und ist theoretis
h fundiert, aber au
h LPreg- undQPreg-AdaBoost (d.h. mit Sla
k-Variablen) liefern gute Ergebnisse (siehe experimentellenVerglei
h im n�a
hstes Kapitel).



Kapitel 6Experimenteller Verglei
h derMethodenUm zu zeigen, wel
he der vorherigen �Uberlegungen wi
htiger und wel
he weniger wi
h-tig sind, wird im Folgenden ein experimenteller Verglei
h der Methoden dur
hgef�uhrt.Zu den zwei bisher benutzten Datens�atzen werden nun no
h a
ht weitere aus dem UCI-Repository bzw. der DELVE-Ben
hmark-Colle
tion verwendet. Diese Datens�atze stellenein breites Spektrum von Lernproblemen dar: Es gibt Datens�atze, f�ur die niedrige undhohe Komplexit�at notwendig ist, sol
he auf denen man kleine (Ringnorm, Image-Segment),und sol
he auf denen man relative hohe Generalisierungsfehler (Titani
, Breast-Can
er1)errei
ht. Au�erdem sind einige h�oherdimensionale Datens�atze dabei. Der Verglei
h aufdiesen Daten sollte damit relativ aussagekr�aftig sein.6.1 Datens�atze und ModellselektionF�ur den im Abs
hnitt 6.2 dur
hgef�uhrten Verglei
h der Modi�kationen von AdaBoost mitBagging, dem Einzelklassi�kator und einer SVM werden einige Parameter f�ur die Modelleben�otigt. Es wird k-Fold-Cross-Validation [2℄ benutzt, um s�amtli
he Parameter einzustel-len. Um dabei m�ogli
hst gut verglei
hbare Ergebnisse zu erhalten und um die Varianz derBestimmung der Generalisierungsfehler so klein wie m�ogli
h zu halten, wird k so gro� wiem�ogli
h (unter Ber�u
ksi
htigung der verf�ugbaren Re
henzeit) gew�ahlt. Sind die Parametereinmal eingestellt, so werden die Testfehler auf 5, 20 oder 50 Realisierungen (je na
h Gr�o�edes Datensatzes) bestimmt.Um au
h eine m�ogli
hst gro�e Unabh�angigkeit von einer einzelnen Realisierung eines Da-tensatzes zu errei
hen (die Datens�atze sind z.T. sehr klein), wird die Modellselektion aufjeweils einem Viertel der Datens�atze(nur die Trainingsdaten) dur
hgef�uhrt, um so die be-sten Parameter zu erhalten. Dazu wird auf 1, 5 oder 10 Realisierungen der Datens�atze (jena
h Gr�o�e des Datensatzes) eine Modellselektion dur
hgef�uhrt und dann der Median derbestimmten Parameter gebildet, um so eine robuste S
h�atzung f�ur die besten Parameterzu erhalten. Das ist si
her kein Weg, den man normalerweise gehen kann (da man nur eineRealisierung zur Verf�ugung hat), dient aber der statistis
hen Si
herheit der Ergebnisse.1Der Datensatz Breast-Can
er stammt aus demUniversity Medi
al Centre, Institute of On
ology, Ljublja-na, Yugoslavia. Hiermit sei M. Zwitter und M. Sokli
 f�ur die zur Verf�ugungstellung der Daten gedankt.51



KAPITEL 6. EXPERIMENTELLER VERGLEICH DER METHODEN 52Die folgenden Tabellen 6.1 und 6.2 zeigen die relevanten Informationen zur Modellselektionf�ur die zehn im Verglei
h in Abs
hnitt 6.2 benutzten Datens�atze . Die Tabellen unterteilensi
h in jeweils a
ht Teile:� Bes
hreibung des DatensatzesEnth�alt die relevanten Informationen zum Datensatz selbst, wie z.B. die Herkunft (UCI-Repository oder DELVE-Ben
hmark-Colle
tion), Dimensionalit�at der Trainingsdaten, An-zahl der Trainings- und Testbeispiele und das Verh�altnis zwis
hen positiven und negativenBeispielen. Au�erdem enth�alt dieser Abs
hnitt allgemeine Informationen zur Modellselekti-on und zur Bestimmung des Testfehlers wie z.B. die Anzahl der Datens�atze, �uber die derTestfehler (in Tabelle 6.4) gemittelt und Anzahl der Trainingsdatens�atze, mit denen dieModellselektion dur
hgef�uhrt wird.� Modellselektion f�ur RBF-NetzeF�ur ein RBF-Netz sind zwei Parameter einzustellen, die Anzahl der Zentren und die derIterationen f�ur die Na
hadaption (vgl. A.1). Die ersten beiden Eintr�age in den Tabellengeben das Ergebnis der Modellselektion aus der im dritten Eintrag angegebenen Anzahl vonm�ogli
hen Modellen an. Dabei wird ein Vortest gema
ht, um die Anzahl der zu betra
htendenModelle zu reduzieren. Bei der Anzahl der Zentren werden i.A. Modelle mit 2-20 Zentrenund 0-10 Iterationen betra
htet.� Bagging und AdaBoostF�ur Bagging und AdaBoost ist die Anzahl der Iterationen festzulegen. Hier wird eine Anzahlf�ur alle Datens�atze festgelegt, mit dem i.A. gute Erfahrungen gema
ht wurde: 200. Davonwurde nur in einigen wenigen F�allen abgewi
hen, um den Re
henaufwand in ertr�agli
henGrenzen zu halten. Als Basishypothese wird in allen F�allen das beste RBF-Modell benutzt.� Modellselektion f�ur RBF-SVMF�ur eine RBF-SVM sind ebenfalls zwei Parameter einzustellen, die Weite des Kernels (�)und die Regularisierungskonstante (C) (vgl. [64℄). Die ersten beiden Eintr�age in den Tabellengeben das Ergebnis der Modellselektion aus der im dritten Eintrag angegebenen Anzahl vonm�ogli
hen Modellen an. Zuvor wird ein Vortest gema
ht, um die Anzahl der zu betra
htendenModelle zu reduzieren. F�ur � wird meist im Berei
h 0:1�200 und f�ur C im Berei
h 10�6�106na
h optimalen Werten gesu
ht.� Bestimmung der besten Anzahl der Iterationen f�ur AdaBoostesF�ur AdaBoostes ist die beste Anzahl der Iterationen dur
h Cross-Validierung zu bestimmen.Dabei wird eine maximale Anzahl von Iterationen (meist die unter ,,Bagging und AdaBoost"angegebene) festgesetzt und dann auf den Validierungs-Daten die beste Anzahl bestimmt.Der erste Eintrag in diesem Teil gibt das Ergebnis der Modellselektion an.� Modellselektion f�ur AdaBoostreg, QPreg-AdaBoost, LPreg-AdaBoostF�ur diese drei Algorithmen ist eine Regularisierungskonstante zu bestimmen. Jeweils imersten Eintrag in den Tabellen �ndet man das Ergebnis der Modellselektion. Der zweiteEintrag gibt die Anzahl der betra
hteten Regularisierungskonstanten an. Die Anzahl derm�ogli
hen Konstanten wird dur
h Vortests reduziert. F�ur QPreg- und LPreg-AdaBoost wirdim Berei
h von 10�6 � 103 na
h guten Werten gesu
ht; f�ur AdaBoostreg im Berei
h von10�2 � 106.
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Banana Breast- Image- Ring- FSonar16% Can
er Segment normBes
hreibungHerkunft A.3.1 UCI DELVE UCI UCIDimensionalit�at a = 2 9 18 20 9Trainingsbeispiele l = 400 200 1300 400 666Testbeispiele 4900 70 1010 7000 400Anzahl pos. Beispiele in % 44.8 29.2 57.1 49.5 55.3Anzahl Datens�atze 20 50 5 20 50k-fold-CV k = 10 5 3 10 10Anzahl CV-Datens�atze 5 10 1 5 10RBF-NetzAnzahl Zentren K = 18 5 95 12 4Anzahl Iterationen 3 4 10 3 3m�ogl. Kombinationen 30 30 33 30 35RBF-SVMKernel-Weite � = 1 50 3 10 0.1Regularisierung C = 3:2 � 10�3 0.66 0.1 10�5 40m�ogl. Kombinationen 65 80 63 48 63Bagging & AdaBoostAnzahl Iterationen T = 200 200 50 200 200AdaBoostesAnzahl Iterationen Tes = 12 4 28 7 45von maximal T = 200 200 50 200 200AdaBoostreg1Regularisierung C = 100 31.6 10 3.2 100m�ogl. Kombinationen 12 12 12 12 15AdaBoostreg2Regularisierung C = 3:2 � 104 105 10 3:2 � 104 105m�ogl. Kombinationen 12 12 12 12 12LPreg-AdaBoostRegularisierung C = 3:2 � 10�4 10�5 10 2 � 10�5 2 � 10�5m�ogl. Kombinationen 12 12 12 12 12QPreg-AdaBoostRegularisierung C = 10�4 10�4 10�3 3:2 � 10�5 10�2m�ogl. Kombinationen 12 15 15 15 15Tabelle 6.1: Informationen, Modellselektion und Festlegung einiger Paramaterf�ur die Datens�atze Banana 16%, Breast Can
er, Image-Segment, Ringnorm undFSonar. Siehe Text.
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Spli
e Thyroid Titani
 Two- Wave-norm formBes
hreibungHerkunft DELVE UCI DELVE UCI UCIDimensionalit�at a = 60 5 3 20 21Trainingsbeispiel l = 1000 140 150 400 400Testbeispiele 2174 70 2051 7000 4600Anzahl pos. Beispiele in % 48.1 30.2 32.3 50.0 32.9Anzahl Datens�atze 20 50 50 20 20k-fold-CV k = 5 5 10 10 10Anzahl CV-Datens�atze 2 10 10 5 5RBF-NetzAnzahl Zentren K = 6 8 4 12 10Anzahl Iterationen 10 5 1 3 0m�ogl. Kombinationen 20 32 16 30 20RBF-SVMKernel-Weite � = 70 2 2 40 1Regularisierung C = 10�4 1 10�5 0.32 20m�ogl. Kombinationen 63 63 36 45 63Bagging & AdaBoostAnzahl Iterationen T = 200 200 200 200 200AdaBoostesAnzahl Iterationen Tes = 69 6 13 7 8von maximal T = 200 200 200 200 200AdaBoostreg1Regularisierung C = 10 1 3.2 103 32m�ogl. Kombinationen 9 15 15 9 15AdaBoostreg2Regularisierung C = 104 6.5 10�3 3:2 � 103 106m�ogl. Kombinationen 15 15 15 9 15LPreg-AdaBoostRegularisierung C = 10�3 0.002 0.1 0.05 10�5m�ogl. Kombinationen 12 12 12 12QPreg-AdaBoostRegularisierung C = 10�3 0.01 10�3 10�6 3:2 � 10�4m�ogl. Kombinationen 12 15 23 15 12Tabelle 6.2: Informationen, Modellselektion und Festlegung einiger Paramaterf�ur die Datens�atze Spli
e, Thyroid, Titani
, Two-Norm, Waveform. Siehe Text.



KAPITEL 6. EXPERIMENTELLER VERGLEICH DER METHODEN 556.2 Simulationen6.2.1 Experimentelle ErgebnisseIn Tabelle 6.3 �ndet man eine Au
istung und die Spezi�kation der Methoden, die auf denzehn Datens�atzen vergli
hen werden. Zu den hier betra
hteten Methoden werden au
h dieErgebnisse des Support-Vektor-Algorithmus angegeben, um eine gute Referenz zu haben.Die z.T. f�ur diese Algorithmen ben�otigten Parameter werden dur
h k-fold-Cross-Validationf�ur jeden Datensatz bestimmt bzw. a priori festgelegt (vgl. 6.1). Um Re
henzeit zu sparengibt man si
h dabei au
h mit mehr oder weniger guten Approximationen zu den optimalenParametern zufriedengegeben. Dadur
h kann es zu einer lei
hten Verf�als
hung der Ergeb-nisse kommen, da m�ogli
he S
hwierigkeiten bei der Bestimmung oder hohe Sensibilit�atenin diesen Parametern die Ergebnisse beein
u�en. Die Testfehler in den beiden Tabellensind �uber 5, 20 oder 50 Dur
hg�ange (je na
h Gr�o�e des Datensatzes) gemittelt und dieStandardabwei
hungen angegeben. Ni
ht in allen F�allen �ndet man statistitis
h signi�kan-No. Name Kurz- Bes
hreibungform1. RBF-Netz RBF einzelnes RBF-Netz mit K Zentren und Na
hadap-tion der Zentren (vgl. Anhang A.1)2. Bagging BAG Bagging (vgl. Abs
hnitt 2.1) mit T Iterationen undRBF-Netzen als Basishypothesen (vgl. Abs
hnitt2.1)3. AdaBoost AB AdaBoost mit T Iterationen und RBF-Netzen als Ba-sishypothesen (vgl. Abs
hnitt 2.2)4. AdaBoostes ABES AdaBoost mit Early Stopping mit RBF-Netzen5. SVM mit RBF-Kern RSVM Support-Vektor-Mas
hine mit RBF-Kern mit Weite� und Regularisierung C (vgl. [14, 3, 64℄)6. LP-AdaBoost LP-AB AdaBoost mit T Iterationen und Optimierung derHypothesenkoeÆzienten dur
h lineares Programm(vgl. [27℄)7. QP-AdaBoost QP-AB AdaBoost mit T Iterationen und Optimierung derHypothesenkoeÆzienten dur
h quadratis
hes Pro-gramm (vgl. Abs
hnitt 5.4 mit C = 1, d.h. ohneSla
k-Variablen)8. LPreg-AdaBoost LPR-AB AdaBoost mit T Iterationen und Optimierung derHypothesenkoeÆzienten dur
h lineares Programmmit Sla
k-Variablen (vgl. Abs
hnitt 5.3.2)9. QPreg-AdaBoost QPR-AB AdaBoost mit T Iterationen und Optimierung derHypothesenkoeÆzienten dur
h quadratis
hes Pro-gramm mit Sla
k-Variablen (vgl. Abs
hnitt 5.4)10. AdaBoostreg1 ABR1 AdaBoost mit (linear) ver�anderter Kostenfunktion(vgl. Abs
hnitt 5.2 und (5.3.a))11. AdaBoostreg2 ABR2 AdaBoost mit (quadratis
h) ver�anderter Kosten-funktion (vgl. Abs
hnitt 5.2 und (5.3.b))Tabelle 6.3: Vereinbarung von Namen und Kurzbes
hreibung der im Verglei
h be-nutzten Algorithmen



KAPITEL 6. EXPERIMENTELLER VERGLEICH DER METHODEN 56Datensatz RBF BAG AB ABES RSVMBanana 16% 10:9�0:5 10:8�0:4 12:3�0:7 11:7�0:6 11:5�0:7Breast Can
er 28:7�5:3 26:8�4:0 30:5�4:5 27:0�5:3 26:1�4:8Image Segment 2:8�0:7 2:6�0:5 2:5�0:7 2:5�0:6 2:9�0:7Ringnorm 1:7�0:3 1:5�0:1 2:0�0:2 2:1�0:4 1:7�0:1FSonar 34:6�2:1 34:2�1:8 35:6�1:9 35:1�1:7 32:5�1:7Spli
e 10:0�0:8 9:3�0:6 10:1�0:5 10:1�0:6 10:9�0:7Thyroid 4:8�2:4 4:2�2:3 4:4�1:9 4:5�2:3 4:8�2:2Titani
 23:4�1:7 23:3�1:6 22:7�1:2 23:1�1:0 22:4�1:0Twonorm 2:8�0:2 2:7�0:1 3:1�0:3 3:1�0:3 3:0�0:2Waveform 10:7�1:0 9:8�0:8 10:8�0:4 11:0�0:7 9:8�0:3Tabelle 6.4: Experimenteller Verglei
h der Methoden: Angegeben sinddie Klassi�kationsfehler (in %) auf dem Testdatensatz f�ur den Einzel-klassi�kator, Bagging, AdaBoost, AdaBoostes und eine SVM mit RBF-Kernel jeweils mit nahezu optimal eingestellten Modellparametern.Datensatz LP-AB QP-AB LPR-AB QPR-AB ABR1 ABR2Banana 16% 13:2�0:9 13:0�0:8 10:8�0:4 10:9�0:5 11:0�0:5 10:7�0:5Breast Can
er 30:9�5:2 32:7�5:0 31:0�4:2 26:2�4:7 25:3�4:3 26:3�4:3Image Segment 2:6�0:6 2:5�0:7 2:6�0:6 2:4�0:5 2:5�0:6 2:5�0:7Ringnorm 2:2�0:3 2:0�0:2 2:2�0:4 1:9�0:2 1:9�0:3 1:7�0:2FSonar 39:6�5:5 36:7�2:3 35:7�4:5 36:2�1:7 34:2�1:8 33:6�1:7Spli
e 10:2�0:5 10:1�0:6 10:2�1:6 10:1�0:5 9:5�0:6 9:5�0:7Thyroid 4:4�1:9 4:5�2:3 4:4�2:0 4:4�2:2 4:5�2:3 4:4�2:1Titani
 30:9�8:6 23:5�4:5 22:9�1:9 22:7�1:0 22:7�1:6 22:5�1:1Twonorm 3:6�0:3 3:5�0:3 3:4�0:6 3:0�0:3 2:7�0:1 2:7�0:2Waveform 12:2�0:7 11:9�0:6 10:6�1:0 10:1�0:5 10:6�0:6 9:9�0:9Tabelle 6.5: Experimenteller Verglei
h der Methoden (Fortsetzung von Tabelle 6.5):Klassi�kationsfehler (in %) auf dem Testdatensatz f�ur LP-, QP-, LPreg- und QPreg-AdaBoost, sowie AdaBoostreg1 und AdaBoostreg2 mit jeweils nahezu optimal einge-stellten Modellparametern.te Unters
hiede zwis
hen den Methoden. Als Auswertung der Tabellen zeigt Abbildung 6.8wie oft die einzelnen Methoden auf einem Datensatz das beste Ergebnis von allen Metho-den hat. Diese Aussage ist nat�urli
h s
hw�a
her, fa�t jedo
h die Ergebnisse �ubersi
htli
hzusammen. F�ur diese wird eine Menge von Klassi�katoren auf jeweils dem glei
hen Daten-satz erzeugt und dann bestimmt, wel
her am besten ist, d.h. den kleinsten Testfehler hat.Die Wahrs
heinli
hkeit daf�ur wird auf der Y-A
hse aufgetragen. In Abbildung 6.8 sind dieS�aulen zu zehn Gruppen zusammengefa�t; f�ur jeden Datensatz eine Gruppe. Innerhalbder Gruppe �ndet man dann die Gewinnwahrs
heinli
hkeiten der Algorithmen f�ur diesenDatensatz in der Reihenfolge: RBF-Netz, Bagging, AdaBoost, AdaBoostes, RBF-SVM,L/QP-AdaBoost L/QPreg-AdaBoost, AdaBoostreg1,2. Darunter ist der glei
he Sa
hver-halt auf eine andere Art und Weise dargestellt, die besser die Verh�altnisse zwis
hen denWahrs
heinli
hkeiten darstellt.



KAPITEL 6. EXPERIMENTELLER VERGLEICH DER METHODEN 576.2.2 Diskussion der ErgebnisseEinzelklassi�kator vs. BaggingVerglei
ht man die Generalisierungsfehler der Einzelhypothesen mit denen von Bagging,so stellt man fest, da� diese f�ur Bagging in (fast) jedem Fall geringer sind. Das ist auf diein Abs
hnitt 3.1.3 herausgestellte Varianzverminderung dur
h Bagging zur�u
kzuf�uhren.Au�erdem liefert Bagging im Verglei
h zu den anderen Me-thoden in vielen F�allen die kleinsten Generalisierungsfeh-ler. Das ist si
her au
h auf den Umstand zur�u
kzuf�uhren,da� Basishypothesen gew�ahlt wurden, die f�ur dieses Pro-blem passende Komplexit�aten haben. H�atte man zu s
hwa-
he Basishypothesen gew�ahlt, so w�aren die Ergebnisse vonBagging si
her s
hle
hter. W�urde man st�arkere Basishypo-thesen benutzten, so br�au
hte man evtl. mehr Iterationenim Bagging-Proze�, um gen�ugend zu mitteln, so da� si
hdie Varianz verringert (vgl. dazu z.B. Tabellen 3.2 und 4.1).Ein weiterer Grund daf�ur, da� Bagging in diesen Experi-menten gute Ergebnisse liefert, ist, da� die Basishypothesein vielen F�allen s
hon sehr gut generalisiert (vgl. Ergeb- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Abbildung 6.1: Verglei
h der Ge-winnraten RBF-Netz { Baggingnisse f�ur die Einzelhypothesen in Tabelle 6.4). Benutzt man Basishypothesen, die h�ohereGeneralisierungsfehler haben und die au
h ni
ht dur
h Modellselektion verbesserbar sind,so wird man S
hwierigkeiten haben, sol
h gute Ergebnisse zu erzielen.Wertend kann man damit sagen, da� Bagging sehr gute Ergebnisse liefert kann, wenn dieBasishypothesen geeignet sind.Early StoppingIn Abs
hnitt 4.1.2 wurde bereits experimentell gezeigt, da� man bei AdaBoost Over�ttingin der Anzahl der Iterationen beoba
hten kann. Das wird dur
h die hier pr�asentiertenErgebnisse best�atigt. In sehr vielen F�allen bra
hte das Stoppen na
h einigen wenigen Ite-rationen (meist s
hon na
h 10; vgl. Tabellen 6.1 und 6.2)eine Verbesserung des Ergebnisses. In den restli
hen F�allen(au�er beim Datensatz Titani
) sind die Unters
hiede ni
htsigni�kant. Hier zeigt si
h au
h, da� das Problem der Mo-dellselektion, d.h. des Findens einer guten Anzahl von Ite-rationen s
hwierig ist. W�urde man bessere Methoden be-nutzen, als die hier verwendete, so m�u�te man besssereErgebnisse erhalten. In Abbildung 6.3 �ndet man die Ge-winnwahrs
heinli
hkeiten f�ur AdaBoost und AdaBoostes.Das vorzeitige Stoppen liefert aber selten signi�kant bes-sere Ergebnisse als die regularisierten Versionen LPreg-,QPreg-AdaBoost und AdaBoostreg1,2. Man k�onnte darauss
hlie�en, da� AdaBoost ni
ht die ri
htige Fehlerfunktionminimiert und dies als Best�atigung daf�ur nehmen, da� die 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Abbildung 6.2: Verglei
h der Ge-winnwahrs
heinli
hkeiten f�ur Ada-Boost, AdaBoostes, LP-AdaBoost,QP-AdaBoostMinimierung der kleinsten Stabilit�at (S
ha�ung eines harten Margins) bei Vorhandenseinvon Raus
hen in den Daten kein gutes Konzept ist.



KAPITEL 6. EXPERIMENTELLER VERGLEICH DER METHODEN 58LP- vs. QP-AdaBoostDer bestimmte dur
hs
hnittli
he Generalisierungsfehler von LP-AdaBoost ist in fast allenF�allen gr�o�er als der von QP-AdaBoost. Aber nur in drei F�allen statistis
h signi�kant (Da-zu wurde ein t-Test f�ur die Generalisierungsfehler unter Ber�u
ksi
htigung der Varianzenund der Anzahl der Messungen dur
hgef�uhrt. Statistis
hsigni�kant hei�t hier, da� die Null-Hypothese weniger als15% wahrs
heinli
h ist.)Somit ist der Unters
hied zwis
hen diesen Algorithmenklein, aber vorhanden. Das best�atigt die in Abs
hnitt 5.3.1gema
hten Beoba
htungen, da� eine untere oder obereS
hranke f�ur die Gewi
hte der Hypothesen keine signi�-kanten Verbesserungen bringt.Die denno
h vorhandenen Unters
hiede lassen si
h m�ogli-
herweise mit den Varianzbetra
htungen in Abs
hnitt 3.1.3erkl�aren. Mehr Hypothesen, die ein von Null vers
hiedenesGewi
ht haben, f�uhren zu mehr Mittelung und man istni
ht so stark abh�angig von der Varianz der Basishypothe-sen. Bei QP-AdaBoost werden i.d.R. di
htbesetzte Hypo- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

dataset

p
ro

p
a

b
ili

ty

Abbildung 6.3: Verglei
h der Ge-winnwahrs
heinli
hkeiten f�ur Ada-Boost, AdaBoostes, LP-AdaBoost,QP-AdaBoostthesenkoeÆzienten erzeugt, da die L2-Norm des Gewi
htsvektors dadur
h kleiner wird.Der E�ekt ist dann deswegen ni
ht so gro�, weil die Varianz der RBF-Netze ni
ht sehrho
h ist.O�ensi
htli
h aus diesen Experimenten ist au
h, da� die na
htr�agli
he Maximierung derkleinsten Stabilit�at keine guten Ergebnisse liefert. LP- und QP-AdaBoost vers
hle
hterndie Ergebnisse von AdaBoost in vielen F�allen signi�kant. AdaBoost bzw. AdaBoost mitEarly Stopping liefert h�au�g bessere Ergebnisse (vgl. Abbildung 6.3) .AdaBoostreg1,2 vs. L/QPreg-AdaBoostAbbildung 6.4 zeigt die Wahrs
heinli
hkeiten f�ur die re-gularisierten Versionen von AdaBoost. Die Modi�katio-nen der Fehlerfunktion (AdaBoostreg1,2) arbeiten in vielenF�allen besser als die na
htr�agli
he �Anderung der Hypothe-senkoeÆzienten der dur
h AdaBoost erzeugten Hypothe-sen.Das zeigt zum einen, da� diese Optimierungsverfahrenno
h ni
ht optimal gestellt sind und no
h verfeinert werdenm�ussen (z.B. bessere Ber�u
ksi
htigung der Beispielsgewi
h-tungen), und zum anderen da� die von AdaBoost erzeugtHypothesen ni
ht optimal sind. AdaBoost erzeugt Hypo-thesen, die zum Errei
hen eines ,,harten" Margins sinnvollsind. Diese sind ni
ht notwendigerweise brau
hbar f�ur dieKlassi�kation mit einem ,,wei
hem" Margin. Ein direktes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Abbildung 6.4: Verglei
h derGewinnwahrs
heinli
hkeitenf�ur LPreg-, QPreg-AdaBoost,AdaBoostreg1,2 und eine SVM.Einbringen der linearen bzw. quadratis
hen Programmierung, wie z.B. f�ur LP-AdaBoostin Grove et al. [27℄ gezeigt, k�onnte zu deutli
hen Verbesserungen f�uhren.Die Ergebnisse von AdaBoostreg1 sind oft ein wenig besser als AdaBoostreg2.



KAPITEL 6. EXPERIMENTELLER VERGLEICH DER METHODEN 59Man kann vermuten, da� dur
h den quadratis
he Term(5:3:b) die Unters
hiede zwis
hen den lei
hten und s
hwie-rigen Beispielen mehr kontrastiert wird als bei (5:3:a). BeiAdaBoostreg1 werden die Gewi
hte von mehr Beispielenklein, als notwendig. Jede dieser Modi�kationen der Ziel-funktion (linear, quadratis
h o.�a) implizieren spezielle Ei-gens
haften der resultierenden Margin-Verteilung, die imno
h einzelnen untersu
ht und gedeutet werden mu�sen.Der optimale Term (linear, quadratis
h o.�a.) h�angt wahr-s
heinli
h von der Bes
ha�enheit der Daten und vom Pro-blem ab. Im Verglei
h zu den Ergebnissen des Support-Vektor-Algorithmus zeigen die Algorithmen AdaBoostreg1und AdaBoostreg2 eine bessere dur
hs
hnittli
he Leistung(vgl. Abbildung 6.5 und 6.7). Die Leistungsf�ahigkeit der 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Abbildung 6.5: Direkter Ver-glei
h der Gewinnwahrs
heinli
h-keiten f�ur AdaBoostreg2 mit einerSVM.Support-Vektor-Mas
hinen ist m�ogli
herweise auf h�oherdimensionalen Daten besser, aberauf den hier benutzten Datens�atzen (bis 60 dimensional) sind die Resultate eher dur
h-nittli
h (vgl. 6.5 und 6.7).AdaBoost vs. AdaBoostreg1,2Die regularisierten Versionen von AdaBoost zeigen deut-li
h bessere Ergebnisse als der originale Algorithmus. Daswird dur
h die Abbildung 6.6 illustriert. F�ur viele F�allesind die Ergebnisse von AdaBoost s
hle
hter, als jene derbeiden Modi�kationen.Die benutzten Datens�atze haben zum Teil relativ hoheerrei
hbare Generalisierungsfehler. Wenn AdaBoost ver-su
ht, f�ur diese Datens�atze den Trainingsfehler zu Null zuma
hen, dann k�onnen dabei lei
ht Ents
heidunglinien ent-stehen, die ni
ht gut generalisieren (vgl. Abs
hnitt 4.2).Mit der Ver�anderung der Zielfunktion wurde ein Eingri� inden AdaBoost-Lernproze� vorgenommen, der eine gewisseUnabh�angigkeit von dem in den Trainingsdaten vorhande-nen Raus
hen impliziert (vgl. z.B. Abbildung 4.2). In den 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Abbildung 6.6: Verglei
h derGewinnwahrs
heinli
hkeiten f�urAdaBoost, AdaBoostreg1 undAdaBoostreg2.Experimenten hat si
h au
h gezeigt, da� man dur
h eine geeignete Wahl der Regularisie-rungskonstanten die Notwendigkeit des Early Stopping umgehen kann (das entspri
ht derbekannten Tatsa
he, da� man dur
h Early-Stopping regularisieren kann.). AdaBoost kon-vergiert dann au
h asymptotis
h gegen eine L�osung, die niedrige Generalisierungsfehlerliefert.ZusammenfassungMit dem dur
hgef�uhrten experimentellem Verglei
h der Methoden wurden einige Vermu-tungen und Beoba
htungen der letzten Abs
hnitte best�atigt. Ein wenig �uberras
hend sinddie meist sehr guten Ergebnisse von Bagging mit RBF-Netzen. Das ist unter anderem aufdie speziellen experimentellen Bedingungen zur�u
kzuf�uhren.



KAPITEL 6. EXPERIMENTELLER VERGLEICH DER METHODEN 60Gute Ergebnisse liefert die beiden Algorithmen zur na
htr�agli
hen Optimierung der Hy-pothesenkoeÆzienten. Mit der Erweiterung des linearen bzw. quadratis
hen Programmskonnten si
h die in Grove et al. [27℄ herausgestellten Probleme teilweise behoben wer-den. Die Algorithmen zeigen nun ein deutli
h besseres dur
hs
hnittli
hes Verhalten alsAdaBoost. Sehr gute Ergebnisse liefern die beiden Modi�kationen der Zielfunktion vonAdaBoost. Die dur
hs
hnittli
hen Gewinnwahrs
heinli
hkeiten auf allen Datens�atzen sindf�ur diese beiden Algorithmen am h�o
hsten (vgl. Tabelle 6.7 links oben). Analysiert mandie drei anderen Diagramme in Abbildung 6.7, so kann man eine Aussage zur Stabilt�at derAlgorithmen erhalten. Die Algorithmen AdaBoostreg1,2 zeigen am h�au�gsten die bestenErgebnisse. Au�erdem sind die Ergebnisse h�au�g im 50er und 75er Per
entil gut. DieseAlgorithmen s
heinen stabil arbeiten, da au
h das 25er Per
entil (vgl. Bildunters
hrift) f�urdiese Algorithmen am kleinsten ist. Anders ist das bei L/QPreg-AdaBoost: Diese Algorith-men zeigen relativ h�au�g sehr gute Ergebnisse, aber au
h ni
ht sehr selten sehr s
hle
hteErgebnisse (25er Per
entil ist ho
h). Das ist insbesondere bei LPreg-AdaBoost so.Na
h L/QP-AdaBoost s
hneidet in diesem Verglei
h der originale Algorithmus (mit undohne Early-Stopping) am s
hle
htesten ab. Das zeigt, da� die eingef�uhrten Modi�kationenvon AdaBoost sinnvoll sind. AdaBoost konnte deutli
h verbessert werden und zeigt nunh�au�g bessere Generalisierungsf�ahigkeit als der Support-Vektor-Algorithmus.
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Abbildung 6.7: Links oben ist Gewinnwahrs
heinli
hkeiten der elf Methoden (wiein Tabelle 6.3) f�ur alle Datens�atze und re
hts oben die Wahrs
heinli
hkeit, da� diejeweilige Methode besser als die H�alfte der anderen Methoden ist (Median). Linksunten sind die Wahrs
heinli
hkeiten angegeben, da� die Methode besser als 75% undre
hts unten da� sie s
hle
hter als 75% aller Methoden ist.
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Abbildung 6.8: Dargestellt sind die Gewinnraten der einzelnen Algorithmen inder Reihenfolge RBF (dunkelblau), BAG (blau), AB(himmelblau), ABES (seeblau),RSVM (t�urkis), LP-AB (gr�un), QP-AB (sonnengelb), LPR-AB (gelb), QPR-AB(orange), ABR1 (rot), ABR2 (braun) f�ur die zehn Datens�atze (glei
he Reihenfol-gen wie in Tabellen 6.4 und 6.5). Der glei
he Sa
hverhalt wird auf zwei vers
hiedeneArten dargestell. Erkl�arung siehe Text.



Kapitel 7ZusammenfassungEnsemble-Lernmethoden liefern i.A. gute Ergebnisse im Verglei
h zu den Einzelklassi�ka-toren und zu anderen Lernalgorithmen. Die Varianz der Ausgabe des Lernalgorithmus Lwird dur
h die Kombination vieler Hypothesen verringert und man erh�alt bessere Genera-lisierungsfehler. Das wurde von Breiman [7℄ theoretis
h und experimentell in den Abs
hnit-ten 3.1.3 und 6.2 (vgl. Tabelle 6.4 f�ur Einzelklassi�kator { Bagging) gezeigt. Au�erdemwurde gezeigt, da� dur
h ein Ensemble eine gewisse Unabh�angigkeit von den Eigens
haf-ten des Basislernalgorithmus ges
ha�en wird (Abs
hnitt 3.1.2).AdaBoost ist eine spezielle Ensemble-Lernmethode, die zus�atzli
h zu den Vorteilen, die einEnsemble von Klassi�katoren mit si
h bringt, no
h die (meist) positive Eigens
haft hat,da� sie eine Fehlerfunktion minimiert, die den Margin maximiert. Diese Eigens
haft ist sehrwi
htig und f�uhrt (unter bestimmten Umst�anden bzw. mit gewissen Ver�anderungen) zu gu-ten Ergebnissen (vgl. Support-Vektor-Algorithmus und Maximum-Margin-Klassi�kation).Es wurde ein Zusammenhang zwis
hen der Optimierung bei AdaBoost und einem An-nealingproze� gefunden, bei dem die L1-Norm des Hypothesengewi
htsvektors b als dieTemperatur des Annealingprozesses aufgefa�t werden kann. Daraus wurde abgeleitet, da�AdaBoost asymptotis
h der approximativen L�osung eines Problems der Linearen Pro-grammierung entspri
ht. Zusammenh�ange zwis
hen AdaBoost und der Maximum-Margin-Klassi�kation wurden erl�autert und festgestellt, da� man �ahnli
h wie beim Support-Vektor-Algorithmus Beispiele glei
her Stabilit�at �ndet (S-Beispiele).Au�erdem wurde gezeigt, da� man AdaBoost als ein Gradientenverfahren au�assen kann,das asymptotis
h das Funktional eG minimiert. Die Minimierung dieses Funktionals impli-ziert einen m�ogli
hst gro�en Margin, d.h. eine m�ogli
hst gro�e kleinste Stabilit�at � der Trai-ningsbeispiele. Die Konvergenz zu einem m�ogli
hst gro�en � wird dur
h einen Annealing-proze� unterst�utzt. Die G�ute der L�osung h�angt von der Ges
hwindigkeit des Annealingsab. Um das zu zeigen, wurde der Ein
u� des Parameters � bei den AdaBoost-�ahnli
henAlgorithmen untersu
ht und festgestellt, da� dieser Parameter u.a. die Ges
hwindigkeitdes Annealings steuert. Als Ergebnis konnte eine untere S
hranke f�ur � bewiesen werden.Es hat si
h au
h gezeigt, da� die direkte L�osung des linearen Programmes f�ur den Fall mitRaus
hen keine guten Ergebnisse liefert. Das wurde anhand der Stabilit�atsverteilungender Trainingsbeispiele erkl�art und in Experimenten best�atigt. Damit ist au
h gezeigt, da�AdaBoost asymptotis
h, d.h. bei einer hohen Anzahl von Iterationen, s
hle
hte Ergebnisseliefern kann und ni
ht robust gegen die Verraus
hung der Trainingsdaten ist.62



KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG 63Um AdaBoost robuster gegen Raus
hen in den Trainingsdaten zu ma
hen, wurde das demAlgorithmus zugrundeliegende lineare Optimierungsproblem ver�andert. Dadur
h wurdeder Ein
u� eines Beispiels auf die Ents
heidungslinie begrenzt und ein Glei
hgewi
ht zwi-s
hen der Stabilit�at und der Wi
htigkeit eines Beispiels im AdaBoost-Lernproze� ges
haf-fen. Es wurde damit der S
hritt vom harten Margin zum wei
hen Margin gegangen. DieseVer�anderung des Algorithmus liefert oft signi�kant verringerte Testfehler als der originaleAdaBoost-Algorithmus und bessere dur
hs
hnittli
he Ergebnisse als der Support-Vektor-Algorithmus. Das wurde dur
h aussagekr�aftige Simulationen gezeigt.Im letzten Teil der Arbeit wurde auf die na
htr�agli
he Verbesserung eines vorhandenenEnsembles dur
h Optimierung der HypothesenkoeÆzienten eingegangen. Die bes
hriebe-nen Probleme der Margin-Maximierung konnten dur
h geeignete Nebenbedingungen undUmformulierungen der Optimierungsaufgaben gemildert werden; z.B. Ergebnisse von Gro-ve et al. [27℄ mit LP-AdaBoost wurden dadur
h deutli
h verbessert. Die experimentellenErgebnisse in Abs
hnitt 6.2 zu den vers
hiedenen Ver�anderungen von LP-AdaBoost (Be-s
hr�ankung der Gewi
hte) best�atigten die angestellten theoretis
hen �Uberlegungen undgefundenen Ergebnisse.Diese Arbeit ist der Ausgangspunkt f�ur weitere Fors
hung zum besseren Verst�andis vonEnsemble-Lernmethoden. Es ist u.a. na
h weiteren Zusammenh�angen zwis
hen dem Support-Vektor-Lernen und den Ensemblen-Lernmethoden zu su
hen. Au�erdem ist es sehr wi
htig,die hier vorgestellten Heuristiken weiter theoretis
h zu analysieren. Es mu� no
h bes-ser verstanden werden, wie optimale Margin-Verteilungen auszusehen haben und wel
heMargin-Verteilungen die vers
hiedenen Algorithmen implizieren. Eine interessante Frageist wel
he Eiges
haften die Algorithmen haben, bei denen man die lineare oder quadrati-s
he Programmierung direkt bei der Erzeugung der Hypothesen, d.h. im AdaBoost-Proze�benutzt (vgl. Grove et al. [27℄).



AnhangA.1 Klassi�kation mit RBF-NetzenIn den folgenden Abs
hnitten wird kurz in die Thematik der Radiale Basisfunktions-Netze(RBF-Netze) eingef�uhrt. Im Abs
hnitt A.1.1 werden zun�a
hst traditionelle, d. h. lineareRBF-Netze bes
hrieben. Im Abs
hnitt A.1.2 werden diese dann um die Na
hadaption derZentren erweitert.In vielen Beispielen hat si
h gezeigt, da� RBF-Netze mit Na
hadaptierung deutli
h bessereErgebnisse als lineare Netze liefern. Mit dieser Erweiterung k�onnen si
h RBF-Netze mitden besten zur Zeit bekannten Lernalgorithmen messen (M�uller et al. [46℄).F�ur die Benutzung der RBF-Netze beim Boosting kann eine gewi
htete Fehlerfunktion(Trainingsbeispiele haben unters
hiedli
he Gewi
htungen) benutzt werden1. Um ni
ht alleAbleitungen und Betra
htungen f�ur beide F�alle (ungewi
htete und gewi
htete Fehlerfunk-tion) wiederholen zu m�ussen, wird immer die gewi
htete Fehlerfunktion angenommen. F�urden ungewi
hteten Fall vereinfa
hen si
h dann alle Formeln.Dieses Kapitel soll nur einen kleinen Auss
hnitt aus der Thematik der RBF-Netze darstel-len, gerade so viel, da� man die Funktionsweise der Netze versteht und sie ggf. implemen-tieren k�onnte. Weiterf�uhrende Betra
htungen �ndet man in Bishop [2℄, Broomhead et al.[11℄, Duda et al. [19℄, Haykin [29℄, Hertz et al. [30℄ und Orr [48℄.A.1.1 Lineare RBF-NetzeAr
hitekturEin RBF-Netz hat eine sehr einfa
he Struktur. Es besteht aus drei S
hi
hten: der Eingabe-,Hidden- und Ausgabe-S
hi
ht. Abbildung A.1 zeigt die Ar
hitektur sol
her Netze.Die Eingabe-S
hi
ht hat a Units, wobei a die Dimensionalit�at der Eingabedaten ist; dieHidden-S
hi
ht hat K Hidden-Units. Die Ausgabe-S
hi
ht hat in den hier betra
htetenF�allen immer genau eine Unit (b = 1). Alle Betra
htungen f�ur die RBF-Netze lassen si
hohne weiteres f�ur b > 1 verallgemeinern. Mehr als eine Ausgabe-Unit werden bei derKlassi�kation in mehr als zwei Klassen ben�otigt, wenn z. B. die 1-aus-
-Kodierung (sieheBishop [2℄, S. 225) benutzt wird.Soll das Netz auf ein Klassi�kationsproblem angewandt werden, so sind a und b bereitsdur
h die Daten gegeben. Die Komplexit�at der dur
h ein Netz dargestellten Funktionenwird u. a. dur
h die Anzahl der Hidden-Units bestimmt. Wieviel Komplexit�at ben�otigt1Anstelle einer gewi
hteten Fehlerfunktion k�onnte man au
h Bootstrap-Replikate erzeugen und dieNetze damit trainieren. Allerdings hat si
h in Experimenten gezeigt, da� die direkte Verwendung derGewi
hte, die der Boosting-Algorithmus erzeugt, bessere Ergebnisse liefert (S
apire et al. [53℄).64
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f(x)

1 i a

1h  (x) jh  (x) Kh   (x)

x x xAbbildung A.1: Das traditionelle RBF-Netz. Zuerst wird die Aktivierung jederHidden-Unit f�ur einen Eingabevektor x bere
hnet. Dann werden die Aktivie-rungen mit fw[k℄gKk=1 gewi
htet und zur Ausgabe f(x) aufsummiert.wird, werden h�angt vom Problem ab2. Auf das Problem der Bestimmung der optimalenAnzahl der Hidden-Units (Problem der Modell-Selektion) soll im folgenden ni
ht n�ahereingegangen werden (siehe z.B. Bishop [2℄, S. 371{377 oder Orr [48℄, S. 19{22).Ein lineares Netz hat die Form f(x) = KXk=1w[k℄g[k℄(x) : (A.1)Die Funktion f ist also eine Linearkombination von K fest gew�ahlten Basisfunktionenfg[k℄gKk=1. Prinzipiell k�onnten beliebige Basisfunktionen benutzt werden, besonders einfa
hist jedo
h der Fall, bei dem alle Basisfunktionen einer bestimmten Klasse von Funktionenangeh�oren.Radiale Basisfunktionen sind eine spezielle Klasse von Funktionen. Sie haben die 
harak-teristis
he Eigens
haft, da� ihre Aktivierung monoton mit steigendem Abstand von einemzentralen Punkt � steigt bzw. sinkt. Die allgemeine Form einer radialen Basisfunktion istg(x) = ��(x� �)>��1(x� �)� :Die Funktion �(x) und die Wahl von � bestimmen den konkreten Charakter der Basis-funktion.2Ist die Komplexit�at zu klein gew�ahlt, so erh�alt man eine s
hle
hte N�aherung der zugrundeliegendenFunktion (under�tting). Wird die Komplexit�at zu gro� gew�ahlt, so kann es zum Auswendiglernen (over�t-ting) kommen.



66Hier soll es speziell um Gau�s
he Basisfunktionen der Formg[k℄(x) = exp �jjx� �[k℄jj22(�[k℄)2 ! (A.2)gehen3. Man kann jedo
h au
h andere Klassen von Basisfunktionen benutzen (multiqua-dratis
he, inverse multiquadratis
he, Wavelet- und Cau
hy-Funktionen f�ur �; vgl. Orr[48℄, S. 40). Die Gau�s
hen Basisfunktionen, wie au
h z. B. die Wavelet-Basis, haben denVorteil, da� die Aktivierung mit steigendem Abstand vom Zentrum stark abf�allt. DieseEigens
haft impliziert die erw�uns
hte Lokalit�at: Jede Hidden-Unit ist nur f�ur einen Teildes Eingaberaums zust�andig - das RBF-Netz hat K rezeptive Felder bzw. Zentren.Das RBF-Netz unters
heidet si
h von einem traditionellen Multi-Layer-Per
eptron in zweiwi
htigen Punkten [36℄:1. Der Verwendung lokaler Aktivierungsfunktionen in der Hiddens
hi
ht: Jede Unit derHidden-S
hi
ht liefert nur in einem eng begrenztem Berei
h im Raum der Eingabe-vektoren eine nennenswerte Aktivierung. Diese Eigens
haft ma
ht die Optimierungund Analyse der Netze einfa
her und die Ergebnisse interpretierbarer4.2. Der Benutzung eines hybriden Lernverfahrens: einer Kombination aus unsupervisedund supervised learning.� unsupervised learning (,,Lernen ohne Lehrer"). Wird die Information �uber diekorrekte Ausgabe ni
ht benutzt, spri
ht man von unsupervised learning. DasNetz su
ht selbst�andig eine Repr�asentation der Eingabedaten. Gesteuert wirdes dabei nur dur
h die Eingabedaten selbst. Die Hidden-S
hi
ht wird auf dieseWeise trainiert.� supervised learning (,,Lernen mit Lehrer"). Hierbei wird vorausgesetzt, da� diekorrekte Ausgabe zu einem Eingabevektor x bekannt ist. Die Ausgabe f(x) desNetzes wird mit der korrekten Ausgabe ŷ(x) vergli
hen und die Netzparameterdaraufhin entspre
hend ver�andert. Auf diese Weise wird die Ausgabe-S
hi
httrainiert.Bestimmung der Parameter der BasisfunktionenBestimmung der Zentren F�ur die Bestimmung der Zentren der Basisfunktionen imunsupervised Lerns
hritt gibt es einige Heuristiken (siehe z. B. Duda et al. [19℄, S. 217�.).Der bekannteste dieser Algorithmen ist der K-Means-Cluster-Algorithmus. Der Algorith-mus wird hier nur kurz vorgestellt, dabei wird den Ausf�uhrungen in Bishop [2℄ (S. 187�.)gefolgt und auf den Fall gewi
hteter Trainingsbeispiele erweitert.Die Zentren der Basisfunktionen werden so gew�ahlt, da� sie die Daten m�ogli
hst gut re-pr�asentieren, d. h. bestm�ogli
h die Datendi
hte im Eingaberaum wiedergeben.Bei ungewi
hteten Trainingsbeispielen fx(1); : : : ;x(l)g kann man das dur
h Minimierung3�(x) = exp(x) und � = I�2 .4Beispielsweise kann man bei RBF-Netzen, die auf OCR-Daten trainiert wurden, Zentren �nden, dieeinem Bu
hstaben oder einer Zi�er �ahneln bzw. entspre
hen.



67des Funktionals J = KXk=1Xi2Sk jjx(i) � �[k℄jj2 (A.3)errei
hen. Die Zentren sollen m�ogli
hst kleine (euklidis
he) Abst�ande5 zu allen assoziiertenTrainingsbeispielen Sk haben. Dabei ist das k-te Zentrum dur
h�[k℄ = 1jSkj Xi2Sk x(i) (A.4)de�niert (S
hwerpunkt) und die Menge der Trainingsbeispiele, die zum k-ten Zentrumgeh�oren, dur
h Sk = (i j k = argminq=1;:::;K jjx(i) � �[q℄jj ) : (A.5)Der K-Means-Cluster-Algorithmus ist eine Heuristik, die versu
ht, J zu minimieren. DieBat
h-Version6 des Algorithmus (Lloyd [41℄) beginnt mit der zuf�alligen Aufteilung derTrainingsbeispiele in K Teilmengen. Von diesen Teilmengen wird dann der S
hwerpunktentspre
hend (A:4) bere
hnet. Dana
h werden die Mengen na
h Glei
hung (A:5) neu de-�niert. Solange si
h die Einteilung der Trainingsbeispiele in die Cluster �andert, wird ab-we
hselnd der S
hwerpunkt und die Einteilung neu bere
hnet. Es kann gezeigt werden(Linde et al. [40℄), da� jede dieser Iterationen den Wert von J ni
ht vergr�o�ert. Damitkonvergiert dieses Verfahren.Die Erweiterung f�ur gewi
htete Trainingsbeispiele f(x(1); 
1); : : : ; (x(l); 
l)g ist einfa
h:Glei
hung (A:3) ver�andert si
h zuJ = KXk=1Xi2Sk 
ijjx(i) � �[k℄jj2 ; (A.6)und (A:4) zu �[k℄ = 1jSkj Xi2Sk 
ix(i) : (A.7)Bestimmung der Radien Die Radien f�[k℄gKk=1 bestimmen die Gr�o�e der rezeptivenFelder, und damit den Grad ihrer gegenseitigen �Uberlappung. Es gibt einige Ad-ho
-Bere
hnungen f�ur die Radien (Kohlmorgen, [36℄; Moody et al., [45℄).Die Radien kann man auf eine sehr einfa
he Weise bere
hnen: man bestimmt den Abstandzum n�a
hsten Zentrum und benutzt diesen als Radius�[k℄ = mink 6=j=1;:::;K jj�[k℄ � �[j℄jj :5andere Normen k�onnen nat�urli
h genauso benutzt werden (vgl. Duda et al. [19℄, S. 217�.)6f�ur Online-Version siehe z. B. Moody et al. [45℄; Bishop [2℄, 187�.



68Bestimmung der Gewi
hteDie Gewi
hte der Ausgabes
hi
ht w werden supervised bez�ugli
h dem mittlerem quadra-tis
he Fehler (mean squared error) bestimmt:MSE = lXi=1 
(i) �ŷ(i) � f(x(i))�2 :Um Over�tting und numeris
he E�ekte zu verhindern, benutzt man oft weight de
ay alseine einfa
he Form der Regularisierung [2℄. Das �au�ert si
h in der Erweiterung der Fehler-funktion: C = lXi=1 
(i) �ŷ(i) � f(x(i))�2 + �l KXk=1(w[k℄)2 : (A.8)Diese Regularisierung bewirkt, da� Modelle mit kleinen Gewi
hten bevorzugt werden.Dies dr�u
kt unser Wissen (prior knowledge) �uber die zu approximierende Funktion aus,von der wir annehmen, da� sie 
a
h und glatt ist. Je gr�o�er die Regularisierungskonstante� gew�ahlt wird, desto 
a
her wird die dur
h das Netz dargestellte Funktion werden7.Um die optimalen Gewi
hte zu �nden, bere
hnet man zun�a
hst die Ableitungen�C�w[q℄ = �2 lXi=1 
(i) �ŷ(i) � f(x(i))� ��w[q℄ f(x(i)) + 2�l w[q℄= �2 lXi=1 
(i) �ŷ(i) � f(x(i))� g[q℄(x(i)) + 2�l w[q℄ (A.9)wobei ��w[q℄ f(x(i)) = ��w[q℄ KXk=1w[k℄g[k℄(x(i)) = g[q℄(x(i)) :F�ur die optimalen Gewi
hte gilt �C�w[q℄ = 0, f�ur alle q = 1; : : : ;K, d. h.�l w[q℄ = lXi=1 
(i) �ŷ(i) � f(x(i))� g[q℄(x(i))lXi=1 
(i)ŷ(i)g[q℄(x(i)) = lXi=1 
(i)f(x(i))g[q℄(x(i)) + �l w[q℄ :Mit g(i) = �g[1℄(x(i)); : : : ; g[K℄(x(i))�> erh�alt manlXi=1 
(i)ŷ(i)g(i) = lXi=1 
(i)f(x(i))g(i) + �l w>lXi=1 
(i)ŷ(i)g(i) = lXi=1 
(i)(w> � g(i))g(i) + �l w> :7Auf die Modell-Selektion bzgl. � wird ni
ht n�aher eingegangen, siehe dazu [48℄.



69Fa�t man dann die Vektoren g(i) zu einer Matrix G zusammen, kann man s
hreiben:G � (
> � ŷ>) = G � �
> � (G> �w>)�+ �l w>= �G � (��G>)� �w> + �l w>= �G � (��G>) + �l I� �w> ;wobei � elementweises Multiplizieren bedeutet und � = [
; : : : ; 
℄| {z }Kmal .Damit ist der optimale Gewi
htsvektor dur
hw> = �G � (�> �G>) + �l I��1 �G � (
> � ŷ>) (A.10)bestimmt.Die Bere
hnung der Gewi
hte reduziert si
h damit auf einige ni
ht sehr aufwendige Matrix-Operationen.A.1.2 Ni
htlineare Erweiterung der RBF-NetzeIn diesem Abs
hnitt werden die linearen Netze um die Na
hadaption der Zentren erweitert.Zun�a
hst werden die Gradienten f�ur die Radien und die Zentren ben�otigt:� Gradienten f�ur die RBF-Radien�C��[q℄ = 2 lXi=1 
(i) �f(x(i))� ŷ(i)� ���[q℄ f(x(i)) (A.11)wobei ���[q℄ f(x(i)) = 2w[q℄ jj�[q℄ � x(i)jj2(�[q℄)3 g[q℄(x(i)) :� Gradienten f�ur die RBF-Zentren�C��[q℄ = 2 lXi=1 
(i)(f(x(i))� ŷ(i)) ���[q℄ f(x(i)) (A.12)wobei ���[q℄f(x(i)) = 2w[q℄x(i) � �[q℄(�[q℄)2 g[q℄(x(i)) :Leider kann man die Parameter der Basisfunktionen � und � ni
ht per linearer Algebraoptimieren. Es ist ein ni
htlineares Verfahren, wie z.B. ein Konjugiertes Gradienten Ver-fahren (CG-Verfahren, siehe z. B. [42℄, [50℄) oder eine (Quasi-)-Newton-Methode (z. B.BFGS-Verfahren) zu benutzen. Man k�onnte die Gradienten in (A:9); (A:11); (A:12) direktzur globalen Optimierung benutzen. Allerdings w�urde man damit die exakte L�osung f�ur



70die Gewi
hte (A:10) ni
ht benutzen. Andererseits ist der Aufwand f�ur die Bere
hnung derGradienten verglei
hbar mit dem Aufwand f�ur die Bestimmung des optimalen Gewi
hts-vektors.Es hat si
h folgende L�osung bew�ahrt: Man benutzt das z. B. CG-Verfahren (es wurdedie Implementation aus [50℄ benutzt) mit (A:11) und (A:12), um die Radien und Zen-tren bez�ugli
h C zu optimieren, wobei bei jeder Auswertung der Fehlerfunktion der Ge-wi
htsvektor w optimal mit (A:10) eingestellt ist. Dies si
hert eine s
hnelle Konvergenz.Na
hteilig ist, da� die den Optimierungsverfahren oft inh�arente Line-Sear
h-Prozedur dieFehlerfunktion m�ogli
herweise h�au�g auswertet. Die Verwendung der optimalen Gewi
htein jedem S
hritt zeigte deutli
he Konvergenzverbesserungen.Algorithm RBF-NetInput:Sequenz gelabelter Trainingsbeispiele Z = h(x(1); y(1)); � � � ; (x(l); y(l))iAnzahl der RBF-Zentren KRegularisatierungskonstante �Anzahl der Iterationen TInitialize:Benutze K-Means-Clustering als Startwerte f�ur �k und �k (k=1,. . . ,K)Do for t = 1 : T ,1. Bere
hne die optimalen Endgewi
hte w = �GG> + �l I��1Gy>2a. Bere
hne die Gradienten ���kC und ���kC mit optimal eingestelltem w underzeuge einen Gradientenvektor v2b. Bere
hne die konjugierte Ri
htung v3a. Finde mit Hilfe einer Line-Sear
h-Prozedur die minimierende S
hrittweite Æin Ri
htung v; in jeder Auswertung von C werden die Endgewi
hte optimalbestimmt (wie in Zeile 1)3b. Aktualisiere �k und �k mit v und ÆOutput: Optimiertes RBF-NetzAbbildung A.2: Der Algorithmus zum Trainieren der RBF-Netze



71A.2 BoostingA.2.1 Analytis
he Bestimmung von bt f�ur AdaBoost(�)Im Beweis von Proposition 2.5 wird die analytis
he Minimierung des Funktionals G bzgl.bt ben�otigt (vgl. Zeile 3a. beim ni
htnormalisierten Ar
ing). Glei
hung (2:12) l�ast si
h f�urden speziellen Fall s � exp ums
hreiben zuG(bt) = lXi=1 exp�errt�1(z(i);bt�1)� jbt�1j�+ bt(lt(z(i))� �)� : (A.13)Diese Funktion hat positive 2. Ableitungen und es existiert somit ein globales bei ��bt g(bt) =0. Es ist also0 = ��bt g(bt) = lXi=1(lt(z(i))� �) exp�errt�1(z(i);bt�1)� jbt�1j�+ bt(lt(z(i))� �)�0 = lXi=1(lt(z(i))� �)pt�1i exp�bt(lt(z(i))� �)�= �� Xi:ht(x(i))=y(i) pt�1i e�bt�(1� �) Xi:ht(x(i))6=y(i) pt�1i ebt(1��)= ��(1� �t)e�bt�(1� �)�tebt(1��)zu l�osen. Damit erh�alt man �(1� �t) = (1� �)�tebtund somit bt = log �(1� �t)(1� �)� : (A.14)A.2.2 Beweis f�ur Satz 3.10Der Beweis erfolgt na
h dem glei
hen S
hema wie der von Satz 5 in [53℄. Satz 3.10 stellteine Generalisierung f�ur � 6= 12 dar.Beweis: Wenn yf(x) � �, dann gilty TXt=1 btht(x) � � TXt=1 bt ;und damit au
h exp(�y2 TXt=1 btht(x) + �2 TXt=1 bt) � 1 :Deshalb giltP(x;y)�Z[yf(x) � �℄ � 1l lXi=1 exp(�y(i)2 TXt=1 btht(x(i)) + �2 TXt=1 bt)= exp� �2PTt=1 bt�l lXi=1 exp(�y(i)2 TXt=1 btht(x(i))) ;



72wobei lXi=1 exp(�y(i)2 TXt=1 btht(x(i)))= lXi=1 exp(�y(i)2 T�1Xt=1 btht(x(i))) exp(�y(i)2 bThT (x(i)))= Xi:hT (x(i))=y(i) exp(�y(i)2 T�1Xt=1 btht(x(i))) e�bT =2 ++ Xi:hT (x(i))6=y(i) exp(�y(i)2 T�1Xt=1 btht(x(i))) ebT =2=  lXi=1 exp(�y(i)2 T�1Xt=1 btht(x(i)))!�(1� �T )e�bT =2 + �T ebT =2� ;da �T = 1Plj=1wTj Xi:hT (x(i))6=y(i) wTi :Mit Pli=1 exp(0) = l (f�ur t = 1) erh�alt man damit rekursivP(x;y)�Z[yf(x) � �℄ � exp �2 TXt=1 bt! TYt=1�(1� �t)e�bt=2 + �tebt=2� :Setzt man die De�nition f�ur bt ein erh�alt manP(x;y)�Z[yf(x) � �℄ �  TYt=1 1� �t�t TYt=1 �1� �!�=2 �� s �1� � +s1� �� !T TYt=1p(1� �t)�t=  � �1� �� 1+�2 +�1� �� � 1��2 !T TYt=1q(1� �t)1+��1��t= �' 1+�2 + '� 1��2 �T TYt=1q�1��t (1� �t)1+� :



73A.3 Datens�atzeA.3.1 Datens�atze zur Verans
hauli
hungIn vielen F�allen ist es sinnvoll, si
h die Arbeitsweise eines Algorithmus an einfa
hen Bei-spielen zu verans
hauli
hen. Das s
ha�t ein gutes Verst�andnis und spart Re
henzeit. Diefolgenden beiden Datens�atze wurden f�ur diesen Zwe
k entworfen und benutzt.Datensatz #1: ,,Banana shape"Um si
h die entstehenden Ents
heidungslinien in Gra�ken ansehen zu k�onnen, brau
htman einen zweidimensionalen Datensatz. Der Datensatz darf au
h ni
ht zu trivial sein, daman sonst die daraus gewonnenen Ergebnisse ni
ht auf andere (komplexere) Datens�atze�ubertragen kann. Datensatz #1 erf�ullt diese Bedingungen relativ gut: Die Modellselekti-on daf�ur ergibt ein RBF-Netz, das ni
ht allzu einfa
h ist (10-20 Zentren) und au
h dererrei
hbare Testfehler ist gro� genug, um Verglei
he anstellen zu k�onnen (etwa 4.5%).Der Datensatz wurde dur
h eine �Uberlappung mehrerer (verformter) Gau�-Glo
ken undglei
hverteilter Re
hte
ke erzeugt (vgl. Teilabbildung 1 in Abbildung 3.2). In dieser Abbil-dung ist au
h eine Approximation der Bayes-Ents
heidunglinie abgebildet, die essentielldie Form einer Banane bes
hreiben.Um au
h die Raus
h-Robustheit der Algorithmen untersu
hen zu k�onnen, wurden vers
hie-dene St�arken glei
hverteilten Raus
hens (Standardabwei
hungen � = 0:0%, 1:4%, 4:3%,8:7%, 15:9%, wobei Daten eine Standardabwei
hung von 1 haben) zu den Eingabedatender Trainingsmenge addiert. F�ur das Training der Klassi�katoren werden 300 Trainings-beispiele benutzt (im Ben
hmark 100 weitere Beispiele zur Validierung). Zum Testen derGeneralisierungsf�ahigkeit werden 5000 Testbeispiele verwendet.Datensatz #2: ,,Waveform"Datensatz #1 hat den Vorteil und au
h das Problem, da� er niederdimensional ist. Man
heProbleme entstehen erst, wenn man die Anzahl der Dimensionen erh�oht [2℄. Deshalb wirdno
h ein zweiter Datensatz benutzt, der h�oherdimensional ist.Datensatz #2 stammt aus dem UCI-Repository und wurde s
hon oft f�ur die Analysevon De
ision Trees benutzt [9℄. Die Klassen wurden k�unstli
h aus St�utzstellen (21) von 3,,Wellenfunktionen", die unters
hiedli
he Formen haben, erzeugt. Ziel ist es, die Funktionanhand der Werte der St�utzstellen zu erkennen. F�ur die Benutzung in dieser Arbeit wurdenzwei Klassen zu einer zusammengefa�t und die Klassi�kation erfolgt zwis
hen den beidenKlassen und der dritten Klasse. F�ur das 3 Klassen-Problem ist der bestm�ogli
he Testfehler14%.F�ur das Training der Klassi�katoren werden 300 Trainingsbeispiele benutzt (im Ben
hmark100 weitere Beispiele zur Validierung). Zum Testen der Generalisierungsf�ahigkeit werden4600 Testbeispiele verwendet.A.3.2 USPS-DatensatzDer US Postal Servi
e (USPS) Datensatz enth�alt 9298 handges
hriebene Zi�ern (7291 f�urdas Training, 2007 zum Testen), die von Briefums
hl�agen aus Bu�alo stammen [38℄. Jede



74Zi�er ist ein 16� 16 Bild, da� dur
h einen 256-dimensionalen Vektor repr�asentiert ist, derEintr�agen zwis
hen �1 und 1 hat. Die Bilder wurden mit mit einem Gau�s
hen Kernel(� = 0:75) gegl�attet [55℄.Es ist bekannt, da� der USPS-Testdatensatz sehr s
hwierig zu klassi�zieren ist { der Fehlerbei einer manuellen Klassi�kation liegt bei 2.5% [10℄. F�ur einige in der Literatur angege-ben Ergebnissen wurde ein erweitertes Trainingsset benutzt. Beispielsweise in [18℄ wurdeneinige gedru
kte Bu
hstaben hinzugef�ugt (Trainingsmenge umfa�te dann 9709 Beispiele),was zu einer Verbesserung der Ergebnisse f�uhrte. In den hier bes
hriebenen Experimen-ten wurden nur die originalen 7291 Beispiele benutzt. In Tabelle A.3.2 �ndet man eineZusammenstellung der bisher auf diesem Datensatz errei
hen Fehlerraten [55℄.
Tabelle A.1: �Uberbli
k �uber die bisher errei
hten Fehlerraten auf dem USPS-Datensatz.Die mens
hli
he Fehlerrate ist relativ ho
h { 2.5% { und liegt relativ nahe an der vonden Support-Vektor-Mas
hinen errei
hten Fehlerrate.Ar
hitektur Fehlerrate ReferenzHuman 2.5% Bromley et al., 1991 [10℄Tangent Distan
e 2.6% Simard et al., 1993 [61℄2-layer per
eptron 5.9% Vapnik, 1995 [64℄; S
h�olkopf, 1997 [55℄LeNet1 5.0% LeCun, 1989, [38℄Polynomial SVM 4.0% S
h�olkopf et al., 1995 [54℄tanh SVM 4.1% S
h�olkopf et al., 1995 [54℄RBF SVM 4.2% S
h�olkopf et al., 1995 [54℄Virtual RBF SVM 3.2% S
h�olkopf et al., 1997 [58℄Virtual Poly. SVM 3.2% S
h�olkopf et al., 1996 [56℄..with lo
al kernel 3.0% S
h�olkopf et al., 1998 [57℄k-means RBF� 6.7% S
h�olkopf et al., 1997 [58℄RBF with SV 
enters 4.9% S
h�olkopf et al., 1997 [58℄NN 5.9% Simard et al., 1993 [61℄� Mit den in Anhang A.1 bes
hriebenen RBF-Netzen kann man Feh-lerraten von unter 4.5% errei
hen.



75A.4 ImplementationF�ur die Experimente mit AdaBoost wurde das weitverbreitete Programmsystem MAT-LAB8 eingesetzt. MATLAB ist eine matrixorientierte Programmierspra
he, die f�ur nume-ris
he Simulationen und Visualisierung hervorragend geeignet ist.\The 
entral data 
onstru
t in MATLAB is the numeri
 array, an ordered
olle
tion of real or 
omplex numeri
 data with two or more dimensions. Thebasi
 data obje
ts of signal pro
essing (one-dimensional signalsor sequen
es,multi-
hannel signals, and two-dimensional signals) are all naturally suited toarray representation." [44℄Die Hauptdatenstruktur von MATLAB, das numeris
he Feld, eignet si
h besonders gutzur Repr�asentation der f�ur die Klassi�kation verarbeiteten mehrdimensionalen Daten. Dieumfangrei
hen Funktionsbibliotheken k�onnen in eigenen Routinen benutzt (oder erweitert)werden und erm�ogli
hen so eine s
hnelle Umsetzung der Verfahren. Die L�osung vielernumeris
her Aufgaben ist damit in einem Bru
hteil der Zeit m�ogli
h, die bei Verwendungvon Fortran oder C aufgewendet werden m�u�te, da die interne Codierung sorgf�altig in Coptimiert wurde.Die Ensemble-Lernalgorithmen wurden deshalb in MATLAB implementiert. S�amtli
heDiagramme und Funktionszei
hungen entstanden mit den in MATLAB vorhandenen Gra-phikfunktionen.Ein weiterer Vorteil von MATLAB ist die Plattformunabh�angigkeit, d.h. die problemlosePortierbarkeit der MATLAB{Programme auf vers
hiedene Betriebssysteme und Re
hner-Ar
hitekturen. So konnten problemlos auf vier vers
hiedenen Ar
hitekuren gere
hnet wer-den. Es wurde u.a. au
h auf einigen Re
hnern mit mehreren Prozessoren gere
hnet, f�urdie ein Teil der Funktionen parallelisiert wurde.MATLAB stellt au
h objektorientierte Elemente in der Spra
he zur Vef�ugung. Die ver-s
hiedenen Modi�kationen von AdaBoost wurden dur
h Ableiten von einer gemeinsamenBasisklasse erhalten. Das senkte den Implementationsaufwand deutli
h und verbessertedie Wartbarkeit des Quelltextes.F�ur die L�osung der Probleme der linearen und quadratis
hen Programmierung wurde dasLOQO-System von R.J. Vanderbei (siehe im Internet unter http://www.prin
eton.edu/ rvdb)benutzt, dem hiermit f�ur die Zuverf�ugungstellung gedankt sei. LOQO hat si
h f�ur dieExperimente f�ur die na
htr�agli
he Optimierung der HypothesenkoeÆzienten als ein sehrs
hnelles und zuverl�assiges System zur L�osung quardratis
her Optimierungsprobleme her-ausgestellt. Bei der linearen Optimierung gab es ma
hmal (selten) Probleme mit der Kon-vergenz des Optimierers. M�ogli
herweise sind einige Ergebnisse lei
ht verf�als
ht.
8MATLAB ist ein eingetragenes Warenzei
hen der The MathWorks, In
.
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